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35 r r e b e* 



3n bem ^ier Dorlicgcnben ©c^luj^cftc bc8 jtrcitcn SBanbcö, mcld^cS 
bie ©tcrcometric ncbjl bcr fp^ärifc^cn S^rigonontctrie bringt, mußte 
neben ben allgemeirten ©runbfä^en, auf mclci^en biefcS ßc^rbut^ 
berul^t, für bie Bearbeitung be8 SHateriatS no^ befonberS bie 
9tti(ffic^t maßgebenb fein, ba^ ben beibcn genannten S)i§cij)linen 
auf unfern ©c^ulen in ber Siegel nur irenig 3eit gemibntet wer:» 
btn fann. S3efannt jtnb in biefer SSejie^ung bie Etagen, ju benen 
bie Seigrer ber (Stereometrie Sfngefid)t§ ber ?5ütte beS ©top fajl 
überall fxi) gebrängt fe^en^ xij triff tüünf^en, baj^ in ber ^ier 
gegebenen SfuStra^I einiger 9Jlaßen ba^ 9lic^tige getroffen fein möge. 
aöa8 junäc^jl bie einteitenben SSetrac^tungen über bie Sage ber 
ginien unb ©benen im Slaume betrifft, fo finben jt^ biefetben ^ier 
auf eine mögtic^fl geringe 3a[}l Don ©äfeen jufammengebrängt, 
o^ne barum jeboc!^, wie ic^ ^offe, ber logifc^en SSoffjlänbigfeit ju 
entbel^ren. S3ei ber breifeitigen ®(fe ftnb bie Unterfud^ungen über 
bie Songruenj unb f^mmetrifc^e ©leic^^eit biefer ©den auS brei 
Don i^ren fec^ö 83ejlanbt^eilen, fammt btn barau8 ju jiel^enben 'SoU 
gerungen, mit ?fbjlc^t tüeggelaffcn, ma8 anä) weiter unten beim f^j^äris* 
fc^en 35reie(fe fic^ mieber^ott. ©nblid; bei ber 3n^alt8bere^nung ber 
^ol^eber, welche nat^ ber 9latur ber ©ac^e eine fe^r anfprec^enbe 
Uebung für ©t^üter Barbietet unb beS^atb au^ bier üergleic^unge^ 
weife bie größte Sfuöbe^nung erl^atten ^at, fonntc eine er^eblid^e 
Sfbfütjung baburc^ erjiett werben, ba^ äffe fonft üblit^en Sfblefe» 
tungen, wel^e nichts als umfd^riebene 3ntegrationen j!n* unb 
burd^ i^re Umpänbliti^feit in ber Siegel me^r ermüben afS anfpot^ 
nen, gerabeju weggeworfen würben. 35aS war, o^ne ber (Strenge 
ber ^rm ju fi^aben, bvxä) bie ^ier gegebene ©ejinition ber Sn^ 
^altöglei^ljelt §. 84 möglid^. 35iefe aDefinition ift nic^t neu, pe 



IV 



fommt auf ^rinci^jicn jurüi, trctd^c jucrjl Ä'eplcr, bann noc^ 
ft^ätfer ausgeprägt, obwohl juglcic^ minber rein Saualeri in 
feiner Geometria indivisibilium für bie 3n^att6befHmmungen aufs= 
gebellt ^at, unb entfjätt in Söa^r^eit einen Derjtetften 8e^rfa| in 
P(i^; ber, wenn man rüiff, an ber angejeigten ©teile bewicfen trer* 
ben fann^ bod^ l^abc i^ geglaubt, nic^t tiefer, als ^ier geft^e^en 
x% eingeben ju bürfcn. ®8 mu^ auffallen, ba^ fo njenige ber 
neueren SSerfaffer Don etementarcn ße^rbürf|crn biefcn SBeg betreu 
ten, obttjo^l bie 93orjüge beSfclben fttr ben ©d^ulgebraurfi in bie 
?fugen fpringen. 

SBo bie Umjlänbe eS forbern foHten, bm ©toff no^ rüeiter ju 
fürjen, ba fönnen Don ber ©de bie §§. 53—66, Don ben ^ol^ebcrn 
bie §§. 69—82 unb Don ber ^ugel bie §§. 150—173 treggelaffen 
werben, unter ber SJorauSfefeung, ba^ auä) bie fp^örifc^e Srigo:^ 
nometrie auQ bm Unterrid^te^KurfuS entfernt bleibt. 3^ bin in 
bem gaffe gewefen, eine alfo Derfürjte ©tcreometric teuren jU muffen, 
unb ^abc ben ©rfotg Dofffommen jufricbenfieffcnb gefunben. 

Unter btn ^ol^ebern tritt in biefcm ßcbrbuc^e eine neue Ä'örper:^ 
form unter bem Flamen „^riSmatoib'' auf, bereu 83cbeutung für 
bie elementare Stereometrie ic^ fc^on Dörfler in einer eigenen trei:^ 
nen @*rift*) bem mat^ematifc^en publicum Dorjufübren gefue^t 
ffait. ©eitbem ^aben t)on Derfdjiebenen ©citen fotnor;! münb^ 
lid^e Srtitt^eilungen, al8 aud^ Sfnjcigcn unb Jfteccnfionen in 3cit' 
fd^riften biefer Slcuerung if;ren Scifaff gcftftenft unb barin eine 
mirffid&e SSereid^erung ber ©tereomctrie anerfannt^ nid^t etwa 
fo, ba^ ee nur um ein paar neue ßc^rfäfee fic^ ^anbelte, welche 
man eben fo wo^I aufnehmen wie wcgiajfen fann, fonbcrn wie 
mein, geehrter Sleccnfent, §err Br. ®. SBci^, in ber 3eitfd^rift für 
bie öflerrei(^ifd^en ©^mnaftcn (Sa^rgang 1861, §eft 3) treffenb 
bemerlt, ijl „ba^ §auptgewid)t biefer SBeraffgemeinerung Dielme^r 
bflrin JU fu(^en, ba^ jefet Diete früher Dereinjclt bajtc^enben ©äfee 
unter einem gemcinfc^aftlid^cn ®cftc^t§punfte anQ einer mb btt- 
fetten Clueffe ftc^ herleiten laffen, eine SBertinfa^ung, auf weld^e 
^ ©treben ber aJlat^ematif ftctö gerid^tet fein foff''. — 3d^ 
titup ^injufügen, ba^ §err ^rofeffor ©t ein er fc^on im 3a^re 

*) Dtt« j)ri0matoib, eine (SriDeiterung ber elementaren etereomelrie. fianno* 
toer 1860. 



1842 in einer m 5er 9fcabemie ber SBiffenfc^aftcn ju ffierlin Dor^ 
gelefenen Sfb^anblung*) biefe ^ör^jerform in üoffer SfuSfil^rtic^feit, 
unb gleid^faffS elementar betianbelt f)at, nxittjin unfere 8e[)rbüc^er 
fc^on längjl im S3ejtfee btrfelben jlc^ Ratten befinbcn fönncn. 3u? 
bem ift (Steiner' 6 SBerüciö beS ^am^tfafeeS, übereinftimmenb mit 
^errn ^rofeflfor SBrettfc^neiber'ö S3etr)cife im taufen ben 3a[;rs 
gange Don ©runert'S Sfrc^iD (S^eit 36, §eft 1), unjtreifel^aft 
no(^ einfad^er aU ber meinige, f. §. 115. 9fber auf eine un= 
begreifliche SBeife ifl, rüie cö fc^cint, bie SIbIjanblung ©t ein er '8 
unb bie S3ebeutung bcrfetben für bie Sfementc bi§ je^t üofff om* 
men unbeachtet geblieben. 35enn weber mir ifl biefe ?fb[;anb[ung 
befannt gemefen, al8 ic^ bie oben angefütjrte Schrift bruden ließ, 
nirgenbS finbe ic^ jle benufet ober nur barauf ^ingcbeutet, noc^ 
ermähnen iljrer alle bie münblic^ ober in 9lecenfionen mir befannt 
gerüorbenen Urt^eile über meine (S^rift**)^ unb fomit barf rüo^l 
biefe jtüeite ©ntbedung jum toenigfien baQ SBerbienjt für ^ij in 
?rnfjprui^ nehmen, ba^ burd^ fie bie neue Äörperform Don jefet 
an ju einem unverlierbaren Sigcnt^ume unferer ße^rbü^er merben 
ttjirb. I)a (Steiner e8 unterlaffen tjat, bem Körper einen eigenen 
Flamen ju geben, fo bet;alte i^ bie Benennung ^riamatoib bei, 
unb füge baju noc^ bie ^Benennungen (Sp^cniöf, Sinti ^^riSma 
unb Sinti :=Dbeli8f für einige im Sejrtc nä^er befinirtc neue Unter;* 
arten biefeS Körpers. 

Die fp^ärifc^e Trigonometrie, meiere ^ier al8 Sln^ang ber 
(Stereometrie beigegeben ift, f^ließt fic^ in i^rer Se^anblung genau 
meiner ebenen Trigonometrie an. Sfuc^ ^ier ^abc id) bur^gängig 
nur fünfflellige Sogarit^men***) gebrandet unb möchte rüieber^olt 
barauf aufmerffam mad^en, tüie bcfc^trerlic^, jeitraubenb, unb bie 
Slufmerffamfeit üon ber §auptfa^e ablenfenb, bie 9leti^nung mit 
fiebenjlelligen ßogarit^men für btn Slnfänger ip, o^ne ba^ biefer 

*) //Uebrr rtnige {lercometrifc^e Bal^t,^ in (ltttlt'9 ^ouinal für ^atfftmatif, 
©anb 23, $rft 3. 
*^) iSirfeft fpuclofe aSorübrrgebrn ber ^bl^anbUtng ^triner'd bleibt um fo 
unbegreiflich er, ba turje Seit nac^ i^rem (Srfc^einen ein nur untergeorbne» 
ter %a% nämlic^ jfoppe's Obelidt; fogleid^ bei feinem ^^luftreten aU» 
gemeinen SBeifaU unb (Eingang ^u {tnben oermoc^te. dum 2:^eil mag ed 
burc^ bie I^Öc^fl unfc^einbare Jorm ftc^ erflären, in welcher @teiner 
feine (j^ntbecfung brfannt gemacht \fat. 
***) man fe^e bed SSerfaffer» Sünfßeaige (ogarit^mifc^ « trigonometrifc^e «Xafeln^ 
9. Auflage. $annober 1879. 



VI 

Don i»er baburc^ erjicltcn größeren Onwuiflfcit itgenb met^cu 
©ebrauc^ ju ma^cii im ©tanbc träte. ®crabe in btx fp^ärifd^cn 
Sriflonotnetrie fallen biefc ®rünbe um fo me^t in5 ©etrid^t, tto 
ber Sfnfänger feine ganje ©jjannung nöt^ig ^at, hjenn er ben 
®ang einer ifjm Dorliegenben fftcti^nung nici^t au^ btn Sfugen ver- 
lieren miff. 35ae Steinen mit ßogarit^men mirb aber aua fünf:^ 
pettigen Safetn genau tbm fo Doßfiänbig erlernt ttjie aus jlebtn- 
jlettigen. 

3um ©(^luf mat^e i^ auf bie §§. 173, 202'unb 213 aufmerf^^ 
fom, in benen man Sinigeö finben wirb, ttjaS @an^ angehört. 

Hannover, im Dccember 1861. 



3ur jweiten Sfuflage. 

3)iefe neue Sfuftage ^at einige Keine 3ufäfee erhalten, unter benen 
als ber ^auptfäc^Iid^jte ber ße^rfafe §. 174a ju nennen ip, welcher 
bem ^riömatoib ein neue§ SfnwenbungSgebiet jufü^rt. 35er &tf)x^ 
fafe beö ^Trc^imebeö §. 174 wirb neben biefem @a^e im ©runbe 
überpüffig, e8 erfc^ien jeboc^ angemeffen, i[;n wegen feiner gefe^it^t= 
li^en SBebeutung unüeränbert pelzen ju taffen. 

(Sine Umfteffung, welche id) üorjune^men gewünf^t ^ätte, befielet 
barin, ba^ bie §§. 69—82 unb 85, bie allgemeinen ©genfc^aften 
ber ^ol^eber betpefenb, wo^l beffer am ©cbluffe be8 vierten ?fb- 
ft^nittö b. i. vor bem §. 125 i^ren ^fa^ finben fofften. 3)enn 
wenn auc^ bie im ffiuc^e getroffene STnorbnung f^fiematift^ bie 
nötigere ifl, fo wirb bo^ von päbagogife^er ©eite einer Sfnorbnung, 
weld^e ba8 Sfbjlractere unb Sfffgcmeinere an^ ®nbe bringt, immer 
ber SSorjug jugefprod^en werben muffen. S)a inbeffen biefe Um* 
ffellung im S3uc^e fclbff nic^t o^ne eine SJlenge Heiner Sejrt:^ 
Sfenberungen auSfüfjrbar gewcfen wäre, wätjrenb ffe bagegen in ber 
^rajriS be8 Unterrid^tö o^ne alle (Sc^wierigfeit fxij wirb vornehmen 
laffen, fo ^abe i^ geglaubt mid^ ba^in befc^ränfen jU bürfen, ba^ 
id) ^ier überhaupt nur barauf aufmerffam mati^e. 

Hannover, im Sfuguff 1868. 



vn 
3ur britten Sfuflage. 

^u^cr einigen flcinen fftebactionS := 9f enberungen ^at bieötnal bic 
fp^ärifc^e Srigonometric ein ipaax äw^ä^t cr[>altcn} einerfeite tüur:* 
ben am ©c^tuffe bie fecfanntcn ©äfec über bie Sn^atteberet^nung 
bee fp^ärif^ SDreiedte neu angehängt, anbererfeits f^at ani) ber 
ße^rfafe Don ßegenbre über fp^ärifc^ 35reie(fe üon geringer SfuS- 
be^nung Sfnfna^me gefunben. gür ben lefeteren, fo mie für bie 
neue Sfnmerfung ju §. 205, mußten afferbing8 bie ®inu8:= unb 
bie ßoftnuSrei^e au8 ber ^Tnal^fiS ate befannt üorauSgefe^t ttjer^ 
btn, Unb beö^alb flehen bicfe 3ufäfee nur für fotc^e ßefer ba, 
mlijt jlc^ mit ber betreffcnben Partie ber Sfnat^fiS fc^on vertraut 
gemat^t l^aben. 

§annot)er, im Dctober 1873. 



3ur fünften Sfuftege. 

3n bicfer Sfuflagc ^abe 16) junä^jl ben SScrfuc^ gemati^t, für jmei 
gerabe ßinien, ttjeldie mcber parallel jtnb noc^ fic^ burc^fd^neiben, 
in §. 48 eine neue 83enennung einjufü^ren, bie Diflleic^t jur aU^ 
gemeinen Slnna^me jt(^ empfehlen möchte, grerner tüurbe in §. 124 a 
bie fe^r intereffante unb bemerfenStüerttje (Erweiterung aufgetwmmen, 
metd^e ^err ©inram neuerlich ber allgemeinen Snfjaltaformel für 
baS ^riSmatoib gegeben ^at. ®nbtic^ crfc^ien eS angemejfen, metjrere 
ber Ue&ung8 s: §fufgaben in ba8 SJlctermaf ju übertragen. 3m 
Uebrigen ijl, mle frül^er, alle (Sorgfalt auf ben correcten ©rutf beS 
Sejrteö Derroanbt ttjorben. 

§ an n 00 er, im Dctober 1879. 



3n^art. 



(Seite 

@tftet ^hSä)nitU ^urc^fc^nitte ber Sinien unb Crbenen 3 

©ine 6benc unb eine gerabc ßinte 4 

3tt)ei Sbcnen 6 

^erpenbtfel ouf einer 6benc 8 

9f?eigun9«n)infel einer ßinie mit einer (Shtnt 16 

9?e!gung«tt)infel jtorier Ebenen , 19 

StOtittt 9(bfd^nitt« parallele ßinien unb Ebenen 23 

6ine Sbene unb eine gerabe ßinie 23 

3tt)ei Ebenen 26 

iCtittet Slbfd^ttitt 2)ie (grfe 32 

Songruen^ unb f^mmetrift^e ®(ei(^]^eit ber @(fen 42 

Mitritt W>^d)nitU SSon ben ^ol^ebern 44 

^ongruen^ unb f^mmetrifc^e ©leit^^eit ber ^ol^eber 62 

$(el^n(i((!eit unb f^mmetrift^e ^el^nlit^feit ber ^ol^eber 66 

Sn^altSgleic^l^eit ber ^ol^eber 66 

2)08 ^ri«ma 68 

X)ie ^^ramibe 63 

2)a8 ^riematoib 69 

3nl^aU ber ^ol^eber 90 

^Attftet 9(bfd^nitt« S$on ben runben Jtörpern 93 

2)er ei)linber 93 

$)er Äegel 96 

®er Äegelflumpf 99 

Oberfföd^e be« iTegeU unb Äegelflumpf« 104 

2)ie Äugel 106 

Sn^alt ber iTugel 123 

Oberflät^e ber iTugel 131 

<Sfp^ätif^e 3:tigonomettie 139 

$)a8 red^tminfelige fp^Ärift^e Dreierf 140 

2)a8 Miefttinfelige fpl^ärifc^ie 2)reie(! 147 

aSered^nung unbe!annter SBejlanbtl^eile be« Miefwinfeligen fpl^ö« 

rifd^en freiet!« 1 65 

Sfnl^attdberec^nung beö fp^Srift^en 2)reie(f$ 188 



■ » ' 

r 




Stereometrie. 



©itljlrinö (£[fm..gnat^emattf. II. S3b. 2. Sfbt^L 



f 



(Stereometrie. 



S)utd[|fd[|mtte htv Siniett unb Ebenen* 



§. 1. 

©rfläning. 55ie ©tereotnetrte ijl berjenige S£^eit 
btx ©eotnetrie, treidlet fld^ mit- ©onjlructionen feef^dftigt, 
bu ni^t in einer ©bene ausgeführt it?er6en fönnen. 

9Jiau fc[)c bic Sinlcitiing jur Planimetrie, §§. 1—5. 

§. 2. 

l^orberungSfa^. ®ur(^ eine gegebene gerade ßinie eine 
(Sbene ju legen (6. ^. 6ie @bene fo ju legen, baf bie gerabe 
Sinie ganj in jte hineinfällt), unb biefe ©bene um eine 
in i^r angenommene gerabe Sinie beliebig ju bre^en. 

2)ic bcibcri Sorberungen, meiere in biefem ®a^e auSgefprod^en 
jtnb, bilben mit äujiel^ung ber planimetrifc^en Sonjhuctionen bic 
©runblage für aße Sonjlructionen ber Stereometrie. ®ic jcigen 
im aScrgleic^ mit ben bciben Sorberungen, auf bcncn bic Sous= 
jhructioncu ber Planimetrie berufen (^lanim. §. 6), einen bcmcr^^ 
fcn8ttcrtl)cn Untcrfdjicb. S)cnn wät^rcnb bic Planimetrie ßineat 
unb 3irfel befifet, um in planimetrif^en 3ei(^nungcn i^re bciben 
©runbforbcrungcn jnr Sfu&fü[)rnng ju bringen, entbehrt bic (Stereo- 
mctrie gänjlid^ ätjnli^cr aöcrfjcngc ju einer jtnnli(^cn Stu8fül)rnng 
i^rer ©runbforbcrungcn. SD^an fatni ber S)ar(lcttuu<^ ^'a^^xs^<?::Cv^ 



4 Stereo mHrie. 

f(^cr ßonfhructionen nur bmi) bk ücrfc^icbencn Sfrten üon per- 
fpcctiüifi^cn Beic^nungcn ju ^ülfc fommcn, bei bcncn btt (Sin^ 

Ibittungöfraft t)e8 S3cfd^aucrö immer no(^ bie er^ebliti^e Sfrbeit ju^ 
fällt, baQ ebene 83i[b ju einem räumlici^en ju gefialten, wnb §ier^ 
burti^ wirb bie (Stereometrie bem 2fnfänger o^ne SSerglei^ fc^merer 
ate bie Planimetrie, ^örperlii^e SDlobelle, befonberö mnn jte t)on 
ben (Schülern felbfl angefertigt werben, fönnen aber bie @^tt)ierigs= 
feiten bebeutenb üerringern. Sfu^ ba^ ©tereoöfop bietet ein fe^r 
üorjüglic^eS §ülf8mittel, welches [;eutige8 SageS in feinem flereo- 
metrif(^en Unterrichte fehlen fottte. 

Sfnmerfung. Die nad^fle^enben Beic^nungen finb grö^ten^: 
t^eife nac^ ben ©runbfäfeen ber Saüaliers^^erfpectiüe entworfen, 
jum S^eil aber blo^e rei^twinfelige ^rojectionen. 35er Suft-^er- 
fpectiüe ifl baburi^ ©enüge gef^e^en, ba^ bie bem STuge be8 83e= 
f(^auer8 nä^er üegenben Sinien ftärfer, bie entfernter üegenben 
matter ausgesogen jtnb. ®ine 83egrünbung ber ^Regeln ber pers 
fpectiüift^en 3ei(^nung faun ^ier nit^t gegeben werben, benn bi( 
^erfpectiüe, b. i. bie Äunfl, einen räumlichen ©egenfianb fo^ 
wie er fic^ bem Sfuge barfiettt, in einer ®bene abjubilben, fe^t ju 
i^rer Segrüubung felbfi bie ganje (Stereometrie üorauS. 

€tne €bene uttlr eine geralre Cittte. 

§. 3. 

ßrflarung» SGBenn eine ©bene unb eine gerabe ßinii 
einen ^unft mit einanber gemein ^aben, fo fagt man, bii 
gerabe ßinie burd^fd^neibet bie Sbene in biefem fünfte 

®er gemeinfc^aftti(^e ^unft l^eift ber ®ur(^fd^nitt6: 
punft ber geraben ßinie mit ber @bene. 

Si9- 1- 3. 58. in gig. 1 burc^fdjneibet bie ge: 

rabe 8inie AB bie ®bene MN im ^unft 
C, unb biefer ^unft C ifi ber 2)ur^: 
fc^nittapunft ber geraben 8inie AB mi 
ber (gbene MN, 

©erabe Sinien unb ®benen müjfen ^ie 
immer afö unbegrenzt gebac^t werben, f( 
lange ni^t au8brücEtic^ ba^ ©egent^ei 







(Srjlct SJbft^nitt. 5 

bcmerft mirb. 3u bcn Seic^nungcn fönnen bcibe niti^t anbcrS alö 
bcgrcnjt angegeben werben, unb jlüar bie gerabe 8inie burci^ i^re 
beiben ©nbpunfte, bie ©bene bagegen buri^ eine jie ringsum be.-= 
grenjenbe 8inie. 3)ic (Sbtnt wirb burd^ biefe jte ringsum begrenz 
jenbe 8inie überall erji in ber 3eic^nung jtc^tbar gemai^t. 

3n bem befonberen Saffe, wo bie gerabe 8inie, welche mit ber 
®bene einen ^unft gemein ^at, in biefem fünfte jugleid^ enbigt 
(wie AC ober BC), fagt man aut^, bie Sinie trifft bie (gbene in 
biefem fünfte, unb nennt biefen ^unct btn gu^punft ber 8inie 
in ber Sbene. 

Sfnmerfung. 3n btn ftereometrifd^en Beid^nungen werben bie 
©benen alö bur^jti^tig angenommen, fo ba^ alfo nid^t etwa eine 
(gbene baSjenige üerbetft, toa^, üom ?fuge beö JBefd^auerS au8 
gered^net, l^inter i^r liegt. 



§.4. 

©runbfa^. (Sine gerabe ßinie, wcld^e jtDci fünfte mit 
einer (Sbene gemein ^at, fällt i^rcr ganjen ©rjirerfung naä) 
in biefe @6ene. 

tiefer ©afe fann nid^t bewiefen werben, weil er in ber Sleil^e 
ber ©äfee, weld^e über bie Sage Don geraber 8inie unb (Sbene 
^anbeln, ber erjle ift, unb mithin üorangegangene ©äfee fehlen, 
auf weld^e ber Seweiö jt(^ jlüfeen fönnte. 

UebrigenS fü^rt ber ?5aII, weld^en biefer ©afe auSbrüdft, iebeö:= 
mal, wo er im ßaufe ber Stereometrie eintritt, in bie Planimetrie 
jurüdf. 

Sfnmerfung. §fu8 bem üorfie^enben @afee fann man ein 
SSerfa^ren ableiten, um bie fJti^tigfeit einer (Sbene (j. 33. beö 
SrettS, auf weti^em gejeic^net werben foll) ju prüfen, wenn ein 
rid^tigeS gineat gegeben ift. Söenn man nämlid^ bie Ä'ante beö 
ßineatS an Derfc^iebenen (Steffen ber ©bene auf bie ®bene legt, fo 
mu^ biefe Äante i^rer ganjen Srjtredfung nad^ mit fünften ber 
Sbene jufammenfaffen. grifft biefe ^robe nii^t ju, fo mu^ bie 
Sbene berichtigt werben. 



o 
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3mtx (Sbenen. 

§. 5. 

KrHärung- 5Benn imi @6enm eine ßinie mit einanber 
gemein ^a6en, fo fagt man, fie burd^f^neiben einander 
in biefer ßinie. 

®ie gemeinf^aftli^e ßinie ^eift bie ®ur(ä^fd^nittö:= 
linie ber beiben @6enen. 



»ig. 2. 




3. 33. in gig. 2 buri^f^neiben 
cinanber bie Sbcneu MN unb PQ in 
ber ßinie AB, unb biefc Sinie ijl i^re 
^ J)ur^fd)nittölinie. 

3)ic gegebenen Sbenen mcrben bas= 
bei als unbegreiijt gebad}t. 



§.6. 

@runbfa^. 3tvd Sbenen, ml6)t einen ^unft mit ein= 
anber gemein ^aben, burd^fd^neiben fic^ in einer burd^ 
biefen ^unft ge^enben ßinie. 

Diefer ©afe fann nid^t beiüiefen merben, tüeil er ber erjle in ber 
gleite ber ©äfee ijl, tüeld^e über bie ßage üon ®benen gegen ein= 
anber l^anbeln. 

Sfnmerfung. 3)ie in ben §§. 4 unb 6 aufgeführten ®äfee 
ftnb biejenigen beiben ©runbfäfce, beren bie (Stereometrie ju i^rer 
58egrünbung eigent^ümlic^ bebarf. 

§. 7- 

ßel^rfa^* SBenn jtt)ei ©benen brei ni(^t in geraber ßinie 
liegenbe fünfte mit einanber gemein l^aben, fo fatten fie 
i^rer ganjen ©rfiredPung nad^ jufammen- 

Ober: Durd^ brei nie^t in geraber ßinie liegenbe fünfte ift nur 
6ine ©bene möglit^. 



Srßet 9((f((nttt. 




. ©cmciö* ®6 feien A, B, C, gfiß. 3, 
5ie brei niti^t in geraber 8inie liegen* 
ben fünfte, tteli^e jmei (gbenen mit 
einanber gemein ^aben. 3Jlan Der:= 
binbe bie brei fünfte hnii) bie gernben 
Sinien AB, AC, BC\ alsbann »erben 
biefe brei geraben ginien gleitJ^faCö 
i^rer ganjen (Srfhretfung nad^ in beibe 
ebenen fatten (§. 4). 

5Hnn fei T> ein in einer ber beiben ^hzmw tüittfürli^ ange^: 
nommener ^nnft. 2)lan jiel;e bnrd^ i^n in biefer (gbene eine be^ 
fiebige gerabe 8inie, meli^e not^menbig lüenigjlenS jmei ber ginien 
AB^ AC, BC f^neiben mu^ (^lanim. §. 12), j. 33. in E unb F. 
Dann mirb mithin auä) biefe gerabe 8inie i^rer ganzen ®rjh:etfnng 
nac^ in beibe ®benen fallen (§. 4), folglii^ mu^ ani) ber ^unft 
D in beiben Sbenen juglei^ liegen. 

Söaö ^ier Don bem fünfte D betriefen ijl, ba^ gilt üon jebem 
^nnfte ber beiben (gbenen. ?!fo[gIi^ fallen bie beiben (gbenen i^rer 
ganjen ©rflretfung nati^ jufammen, tu. j. b. tr. 

Sfnmerfnng. 3nr ©rläuternng benfe man fic^ einen ^apier^^ 
bogen auf ein ebenes 3ei(^enbrett (f. §. 4, 9fnm.) fo gelegt, ba^ 
menigfienö brei nit^t in geraber ßinie üegenbe fünfte beöfelben mit 
ber &btnt beS 83rettö jur 83erü^rung fommen. S)er ^apierbogen 
mirb bann nic^t e^er eben liegen, als bi9 alle fünfte beöfelben bie 
ebene beö SärettS berühren. 



§. 8. 

3ufa^. (So fann imtfter eine, unb jmatnut (?inc (?benc 
gelegt merben 

1) bur^ brei gegebene ni(]^t in geraber ßinie liegenbe 
fünfte j 

2) bnx6) eine gegebene gerabe ßinie unb einen aufer== 
^alb berfetben gegebenen ^unftj 

3) burc^ itt)ei gegebene flc^ fd^neibenbe gerabe ßinien. 

Um bie ebene in bie angejeigte Sage ju bringen, mu^ man bie 
gorberungen beö §, 2 antüenben. 
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§. 9. 

Sel^rfal« SDie SDur^fd^ntttSttnie jtpeier 66mm ifl eine 
gerabe ßinie» 

SSciteiö. ©cfefet bic Durd^fti^nittelinie gmeicr ©benen fei feine 
gerabe giuic. 9ri6batm fönnte man in i^r brei fünfte annel&men, 
meiere ni(^t in geraber ßinie liegen. §icran8 folgt aber nati^ §. 7, 
ba^ bie beiben Sbenen jufammenfatten müjfen, tüa9 ber 83oranö^ 
fefeung tüiberfpri^t. 

Der SBiberfpru^ fällt nur weg, wenn bie Dnr^f^nittölinie eine 
gerabe 8inie ijl, w. j. b. w. 



]f erpenMkel auf einer (Sbene* 

§. 10. 

^rflSrung. ©ine gerabe ßinie, welche eine @6me tritft, 
wirb ein ^erpenbifel auf biefer @bene genannt, wmn 
fle mit allen au8 i^rem IJufpunfte in ber @bme gejogmm 
©tra^Im rechte SBinfel Mlbet. 

SJlan fann au9 biefer Srflärung fogtei^ ben ©c^luß jie^en, bai^ 
e6 fowol^l in einem gegebenen fünfte einer @bene, al8 anä) au8 
einem gegebenen fünfte au^er^alb einer (Sbene, nur (Sin ^er^jen- 
bifel auf biefer @bene geben fann. 

3)a^ übrigens ba^ f)\tt befinirte ^erpenbifet mögli^ ijl, gel^t 
au8 bem fotgenben ße^rfafce ^erüor. 'S)mn wenn man auf einer 
beliebigen geraben ßinie in einem befiebigen fünfte berfetben jwei 
sperpenbifet errii^tet unb burd^ biefe nat^ §. 8 eine ©bene legt, fi> 
ijl bie 5Borau8fefeung beS fotgenben ^aragrapl^en erfüllt. 

§. 11. 

Sel^rfa^. SBenn eine gerabe ßinie, wel^e eine @bene 
trifft, mit jWei au6 il^rem Sufpunfte in biefer @bene ges: 
jogmm (Strahlen re^te SBinfel bilbet, fo ifl P^ ein ^er=^ 
pmbifet auf ber (Sbene. 




?& orau3ftgtiuQ. 
Z BAC = % 
£ BAD = €t. 

ifofflerung: 
AB ±XN 



BetDfiS. ©6 muß bctDiefEii ititrbeii, fcaf bic flernfce Sinif AB, 
Sig. 4, tüftele auf bett 6eibm ®ttn£)Im -IC uiib AD rfc^tirinfEÜg 
fle^t, nu(^ mit jfbem britten Strafiie, ber auS i^rcm gußpunfte ^i 
in ber Sbcne ÄÄ gejogen mitb, Einen reiiten aBiiiEet bilbet. 

@e fei AE (in ttUetiger brirter oue -4 in ber ebene MN gejo= 
flener ©trafil. 2Jlnn jie^e eine gerabe ßinte CD, meiere bie brei 
©trauten in ben fünften C, D, E buri^fi^neibet, Derlängere AB 
übet bm Suf punft A ^innuö im^ F, mad^e AF = ^J, unb Bera 
btnbe bie fünfte B unb F bu«^ gerabe fiinien mit C, D, E. 908» 
bann ifl 

1) A B-1C= A F-iC iiai) ^tnnim. §. 60 



folflfii^ 
folglid) 
folgtic^ 

fo(g[i4) 



ßC == FC. 



2) A Bill' = A FAD bfSgl. 
ßj) = FD. 

3) A BCD = A FCD naäi «planim. §. 83 
^ ÄCD = ^ FCD. 

4) A BCÄ = A fC£ ntic^ ^fnnim. §. 60 
BE = FE. 

5) A ÄilB = A J^-IE na(^ ^lauim. §. 83 
Z.BAE = Z F^^ = % 

b. ^. ^Ä fle^t tedjtwinfetig auf AE. 

®6enfo lann beitiefen merben, baf AB auf jebem nnbern nue A 
in bet ®berie MN gejogcnen ©trudle re^ttoinfefig jle^t. golgfi^ 
ifi nat^ §. 10 AB ein ^erpcnbiM auf ber Sbene MS, ro. j. i. w. 



12. 



Sc^rfa^. SBmit eine Qttabt fiiitie mit 6rci o&er me^t 
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t)on einem i^rer fünfte auöge^enben (Strahlen jugletd^ 
redete SBinfel bilbet, fo Hegen aUt biefe ©trauten in einet 
@6ene. 

(Umfe^rinig beö üorigcn ße^rfafeeS.) 

SSorauöfefcung: 
^ Ä^C = SR 

^ BAE = 31. 

fjolgerutig: 

-4C, AD, AE liegen in Siner 
©bene. 

Semeiö. SDlan lege burti^ bie beiben ©tratjlen AC unb AD^ 
Sig. 5, bie (Sbene MN (§. 8). 2fl9bann ijl ju beiüeifen, bn^ aud^ 
ber britte @trat)l AE in biefe fättt. 

©efefet ilE fntte nidjt in bie ®bene MN. man lege bur^ AB 
unb -4JE bie @6ene PQ, melt^e bie ©bene MN in ber geraben ginie 
FG bur*fd)neibet (§§. 6 unb 9). 5«un ifl mä) §. 11 AB ein ^er:= 
penbifel auf ber ®6ene MN-^ folglich ijl anij (§. tO) 

^ BAG = 31, 
tün8 ber SSorauSfefeung ^ i5^E = 31 tüiberfprii^t. 

35er SBiberfprue^ [;ört nur auf, wenn AE in bie Sbene MN 
fällt, tt). j. b. n). 

gbenfo würbe man betüeifen, ba^ jeber üierte 2c. ©trat}!, melc^er 
au8 A gejogen ifi unb mit AB einen rechten SBinfel bilbet, in 
biefelbe ©bene MN fallen mu^. 

STnmerfung. Sfuö biefem Se^rfafee folgt, ba^ wenn ein rec^:= 
ter 9Binfel um einen feiner ©^enfet wie um eine Sfc^fe gebre^et 
wirb, fein anberer ©c^enfel eine Sbene befi^reibt. Solan mac^t 
baüon in me^anifc^en SBerfjiätten ©ebrandj, um mit §ülfe ber 
35re^banf eine genaue ßbene ^erjufletten. 



§. 13. 

ßel^rfa^ 3ebe jwei ^erpenbifet auf einer @6ene fmb 
Daraltel. 



erfler SJbfdJnitt. 



11 



. gig. 6. 




SSorauöfefeuug: 
AB ±MN 
CD ±MN 

Folgerung: 
AB II CD, 



83eiüci6. SSerbinbet man bic Su^punfte A unb C btt beiben 
^erpenbifel AB unb CD, ??ig. 6, in bcr ©bcnc ifiV burdj bic ge^ 
rabc ginie i4C, fo ijl teilet ju jeigen, bn^ 

^BAC-\-^ACD = 2m. 
SRit^in lücrben bic bcibcn ßinicn AB unb CD waä) ^lanim. §. 39 
parallel fein, wenn jtci^ no(^ bcwcifen läßt, ba^ fic anä) in Sincr 
(Sbcnc liegen. 

Um biefen S3ciüei9 jU führen, nc^me man in AB einen beliebigen 
^unft JE, unb jie^e CE. fjerner jie^e man buri^ C in ber Sbene 
MN bie Sinie Fö X ^C, maijt CF = CG, unb Derbinbe bie fünfte 
A unb E bmi) gerabe ßinien mit F unb ö. ?ri6bann ifi 

1) AACF=A ACQ naä) ^lanim. §. 60 
folglich AF = AG. 

2) A EAF = A £^ö beögl. 
folgli^ EF = EG. 

3) A ECF ~ A £CÖ nac^ ^lanim. §. 83 

folglich /iECF= /^ ECG = 9t. 

35a nun ferner au^ 

^ ACF = gt nad) ber Sonjhruction, 

^ PCF = 91 nac^ ber SSorauafefeung, 

fo liegen nai^ §. 12 bie brei ©trauten CA, CE, CD in einer (gbenej 

unb ba in biefe Sbene na^ §. 4 aui) bie 8inie AB fällt, fo liegen 

and) AB unb Cl> in einer 6bene. 

fjolgtid) ifl AB \\ CD, lüie j. b. lü. 

Sfnmerfung. 3)ie (grflärung paralleler 8inien, welche in ber 
Planimetrie §.11 aufgejlellt lüirb, enthält notljmenbig biefelbe aSor- 
auöfe^ung in jtc^, welche alö allgemeine SSorauSfe^ung ber ganjen 
Planimetrie jum ®runbe liegt, nämlic^ ba^ bie betreffenben ßinien 
in einer @bene enthalten fein müjfen. Da biefe 93orauöfefeung in 
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i^rer SfUgemcm^eit für bic (Stereometrie nic^t me^r gilt, fo muß 
man ^ier bie (Srflärung paralleler 8inieii üolljlänbig fo au6t)rütfen: 
f,3tt)ti gerabe ßinien lüerben parallel genannt, menn jtc l) in 
Siner Sbene liegen, unb 2) fo tüeit jte aud^ Derlängert werben 
mögen, feinen ^unft mit einanber gemein l^aben." 

SBenn bie 83ebingnng, in einer ©bene ju liegen, niti^t erfüllt 
tüirb, fo ^at man jrrei gerabe ginien im Slaume, lüelc^e tüebet 
parallel ftnb no(i^ jtt^ bur^fc^neiben. ©old^e ginien jtnb j. 85. 
AB unb FG, ober CD unb EF 2c., Sig. 6. Wan fe^e barüber 
§. 48 u. flgg. 



§. 14. 

Sel^rfa^. SBenn eine tjon jtpei parallelen ßinien ^tx^ 
penbifel auf einer (S6ene i% fo ifl auij^ bie anbere ßinie 
^erpenbifel auf biefer @bene. 

(Umfe^rung beö üorigen 8e^rfafee6.) 

5Borau8fefcung: 
AB II CD 
AB±MN. 

fjolgerung: 
CD±MN. 

33 e tu eis. 5Berbinbet man bie gußpunfte A unb C ber beiben 
parallelen AB unb CD, ??ig. 6, in ber (Sbene MN biixä) bie gerabe 
ßinie AC, fo ifi leitet na^ ^lanim. §. 42 ju jeigen, ba^ 

^ DCA = 91. 
2Jiit^in lüirb CD m6) §.11 ein ^erpenbifel auf MN fein, trenn 
jt(^ bemeifen läßt, ba^ CD mit noc^ einem jiüeiten aua C in ber 
ebene MN gezogenen (Strahle einen reci^ten SBinfel bitbet. 

Um biefen 83eioei8 ju führen, conjlruire man wie im Dorigen 
Paragraphen. SJlan ne^me in AB einen beliebigen ^unft JE, unb 
jie^e CE. fjerner jie^e man burt^ C in ber ©bene MN bie ßinie 
FG ± AC, ma^e CF = CG, unb üerbinbe bie fünfte A unb £ 
burd^ gerabe ßinien mit F unb ö. «IlSbann ijl 




(grfler STbft^mtt. 13 

1) A ACF ~ A ACG mä) ^lanim. §. 60 
foIflIi(^ ÄF = AG, 

2) A E.4F = A EÄG beSgl. 
folglich ' £F = £(?. 

3) A ECF ^ A £CÖ nad) ^lanim. §. 83 
folfllit^ ZECF = Z, ^Cö = 3t. 

35a nun ferner au^ 

^ i4CI? = 31 nai) ber Sonjlruction, 
fo ifl CF nac^ §.11 ein ^erpenbifel auf ber (gbene, wel^e man 
burd^ bie beiben ©trauten CA unb CE legen fann, b. i. auf ber 
Sbene, melci^e bie beiben parallelen AB unb CP in jtc!^ entliält^ 
mitl;in ijl auc^ (§. 10) 

^PCF = 3t. 
Sülglic^ ip CP 1 MN, tu. j. b. tv. 

§. 15. 

Sel^rfa^. 5Bcnn jtt)ei gerade ßinicn einer brittcn pa^ 
rattel finb, fo fiub fle anä) einan&er parallel. 

3um 58etüeife confhruire man eine ^itm, auf welker bie 
britte gegebene Sinie ^erpenbifel ifi (man fann baju üon ben 9fns= 
beutungen am ©d^lujfe be8 §.10 ©ebraui^ machen), unb mnbt 
barauf bie vorigen ^aragrapl^en an. 

Diefer ße^rfafe erweitert ben glei^lautenben ®afe ^lanim. §. 33, 
trel^er nur Don ßinien in einer ^btm gilt, auf Linien im 3laume. 

§. 16. 

ßrflarung* Unter ber ^rojectlon eineö ^unf=: 
ted auf einer ©bene Derfle^t man ben ^?ufpunft be6 
^erpenbifetö, it)el^e6 auö bem gegebenen fünfte auf bie 
gegebene ©bene gefällt tvxxb. 

Unter ber ^rojection einer ßinie auf einer 
6bene Derfle^t man biejenige ßinie, luel^e bie ^rojieci: 
tionen aller fünfte ber gegebenen Stnie auf biefer (Sbene 
in fi^ enthält. 

®ie ^itm^ auf treidle man einen gegebenen ^unft ober 
eine gegebene ßinie projicirt, l^eift bie ^rojiectionös 



ebene; unfc 6ie ^etpenMfet, bux^ tvri^e öie ^to\tt= 
tionen et^alten mtbva, ^n^tn bie ptoiicirenfcen 
fiinien. 

9f(B btfoiibere Süttt fnnii man femtetfen: 

1) Xiie ^rojectioti tiiiea spunftcS ofcEr cintr Sini«, rotfi^t in fcer 
^rojertionSsgbEiie liegt, i(i bitfer ^unlt oba birft ßiiiit felbft. 

2) Die ^rojfction einet geraben ßinle, totiijt nuf bet ^rojet» 
tiüiie=®betie rei^troiitftig Jie^t, ifl ein ^unft. 

Slnmerfuiifl. Der ^ier erlüutfrtt 93egriff einer ^toiettion 
finbet bie bielfältigfle ^ntoetibung; btnti ci\it ©runbrifft unb 
STufriffE Don ®t6auben, ajlnfdjinen ic, ©ninbriffe üon ©täbten, 
@ituation8ij[(itie !C. fxnb nickte nnberes als ^rojectionen in ber 
angejeiflfeti Sebentuiiij. Sr bitbet bie ©runblnge einer befonberen 
ffiiiffEnfd)aft, uämlii^ ber ^roiectionSte^re ober f. g. beSs 
criptibeii ©eometrie, roed^e bie Sfufgflbe betjonbelt, bie Son= 
firitc tionen ber ©tEteoniEttie in Einer Ebene duSju: 
führen, nnb jii bcm ®nbe bie gefammte Stereometrie Domuefefet. 
SJiefe SSifftnfi^oft raurbe im Sfnfiinge be9 ie^igEii Sfl^rtjnnbertS 
buti$ bEii franjöfift^en ^HottiematiEer SRonge gefi^nfen. 3n ber 
eigentn^en @tcreometrie (ommt ber ©Egriff ber ^rojection nur in 
fo iteit jur Sfntoenbnng, aU er jur fflereinfndjung nnb Sfbfütjiing 
bietieti tann. 



§■ n. 
Seljrfa^. !5)ie ^rojcctiDii einet gerafem ßinie auf einer 
©bene ifi eine Qtvabt Sinie. 



SBorauefe^ung: 
AB am Qttcibt Sinie, 
Äff ^roJECtion bon AB. 

gofgerunfl: 
A'B' eine gerobe Sinie, 



Sieroeie, SJIan ne^me in ber gege&cnen geniben ßinie AB, 
Sigur 7, brei betietiige ^nnfte C, D, E an, nnb fcilTc ou6 benfel= 
ben auf bie gegebene ^tojettione = l5bene SS bie brei sperpenbifef 




% 



CC', DD', ££', bereu gußpunfte C, D', E' nad^ bem üorigen 
^axaQxapffin in ber ^rojection -4'^ enthalten jlnb. 

!Die beiben ^erpenbifef CC unb DD' jtnb nac^ §. 13 in ©inet 
66ene entfialten, mld)t ®bene bemnat^ na6) §. 4 au(i^ bie beiben 
gcraben ßinien AB unb DD' i^rcr ganjen Stflredung tmd^ in j!c^ 

enthält 

ebenfo ftnb bie beiben ^erpenbifel DD' nnb EE' mi) §. 13 in 
®iner ®bene ent[;alten, tüel^e (Sbene bemna^ nad) §. 4 gleiti^faffS 
bie beiben geraben ßinien AB unb DD' i^rer ganjen ©rfhredCung 
nad) in fui^ enthält. 

Sfber bie beiben alfo erhaltenen gbenen fallen nac^ §. 7 in (Sine 
&btnt jufamtnen, unb ba biefe (gbene nai^ §. 9 bie ^rojectionö^s 
6bene in einer geraben 8inie burci^fc^neiben mu^, fo liegen bie 
brei fünfte C, D', E\ mlijt biefer S)urc^fc^nittalinie angehören, 
in einer geraben 8inie. 

9fuf biefetbe 9frt fann beriefen werben, ba^ jebe brei anbern 
fünfte ber ^rojection ÄB^ in einer geraben ginie liegen. Solglic^ 
ip biefe ^rojection felbfi eine gerabe ginie, lü. j. b. w. 

3n biefem 95emeife mu^ ber SaU auögefci^tojfen bleiben, wo bie 
gegebene gerabe ginie AB rec^tminfelig auf ber ^rojectionS^gbene 
MN jle^t, f. b. vorigen ^aragraptjen. 

Sfnmerfung. J)ie ©bene, vodijt \u\ij bem [;ier gefüljrten 
SSeweife alle projicirenben ginien CC, DD' , EE' it. in fic^ entt;ält, 
nennt man auc^ bie projicirenbe Sbene. 

§. 18. 

3ufa^* Um bie ^rojiection einer gegebenen geraben 
ßinie auf einer gegebenen (Sbzm barjujiellen, ift e6 nur 
nöt^ig, ^öd^flenö jirei fünfte berfetben auf biefe ©bene 
ju projiciren. 

3ur ©arflellung ber ^rojection einer geraben 8inie auf einer 
(gbene fann man auf jwei Sfrten üerfaljren. 
* 1) 9Jlan fälle au8 jwei fünften ber gegebenen geraben ßinie 
^erpenbifet auf bie Sbene, unb Derbinbe bereu ?5u^puufte in biefer 
©bene burc^ eine gerabe Sinie.^ J)iefe 93erbinbung9linie wirb bie 
gefüllte ^rojection fein. 

2) ajlan fälle au8 einem ^puufte ber gegebenen geraben 8inie 
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ein ^erpenbifel auf bit Sbeue, unb lege bnxä) biefeö ^erpenbiW unb 
bie gegebene gerabe 8inie eine Sbene. 2)ie Durc^fc^nittSlinie biefer 
®6ene mit ber gegebenen @bene lüirb bie gefnc^te ^rojection fein. 

SBenn ber I)ur(i&fc^nittöpunft ber gegebenen geraben 8inie mit 
ber ^rojectionö-Sbene gegeben ifJ, fo fann no(^ einfati^er biefer 
^nnft jnr S)arjleIIung ber gefugten ^rojection benufet tterben. 

{In0un00totnkel einer Ctnte mit einer €bene. 

§. 19. 

^Flärung* (Sine gerabe Sinie, ml6)t eine (Sbtnt trifft, 
o^ne ^er^jenbifel auf 5erfelben ju fein, tvxxb eine geneigte 
ßinie auf biefer @bene genannt. 

§. 20. 

ßrflarung- Unter bem 5>leigung6ft)infet einer ge:= 
neigten ßinic mit einer @bene t^erfiel^t man ben SBinfel> 
tDetc^en bie geneigte ßinie mit i^rer ^rojection auf biefer 
(Sbene einfc^tieft. 

3ur (Srläuterung f b. folgenbe ?5igur. 

Der Sfleigungöiüintel einer geneigten ßinie mit einer Sbene ijl 
immer nur ein fpifeer SBinfel. 

§. 21. 

Sel^rfa^. ®er 91eigung6it)infel einer geneigten ßinie 
mit einer ^btm ift ber Keinfie tjon atten ^infeln, iDet^e 
bie geneigte ßinie mit ben au6 il^rem tJuf^Junfte in ber 
(Sbtnt gejogenen ©trauten einfd^tieft. 



gifl. 8. 




SSorauöfe^ung: 
AC ^rojection Don AB, 

Folgerung: 
ZB^C<Z BAD. 



S3ett)eiö. @ö fei BC, ?5ig. 8, baßjenige ^erpenbifel, buref) bejfen 
§iilfe man Don ber geneigten ßinie AB^ mä) §. 18, beren ^ro^ 
jection AC auf ber Sbene MIS bargejlellt ^at ^an ma^e ben 
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nu9 A in ber Sbenc JBfiV beliebig gejogeneri ©tra^I AD = ^4(7, 
un5 jic^e i5P unb CT. 9Xl96ann ip ^i ^^^= 9t (§• 10), folglit^ 
im S)reie(f e J5CP 

ÄC < BD, 

unb mithin, tüenn man auf bie beiben 35reie(fe ABC uub ABJ> \izx\, 

ge^rfafe ^lanim. §. 82 anmenbet, 

^ BAC < ^ Ä.ID 

tu. j. b. lü. 

Sfnmerfung. Sfuö biefem Se^rfafee folgt jugleii^, \io!^ ber 
5RebentüinfeI be9 S^eigungöiüinfelö ber größte Don allen SBinfeln ift, 
welci^e bie geneigte ginie mit \iz\\ au8 i^rem ??ußpunfte in ber 
®bene gejogenen ©trauten einfc^Ue^t 

§. 22. 

ße^rfa^. @in au6 bem gufpunfte einer geneigten ßinie 
in ber ®bene gezogener ©tra^I, iDeld^er mit ber ^rojection 
ber geneigten ßinie auf biefet @bene einen redeten SBinfef 
bilbet, fielet aud^ auf ber geneigten ßinie felbfl red^tiDinfetig. 

SSorauöfe^ung: 

AC ^rojection üon AB, 

Z,CAD=m. 

??oIgerung: 
^BAD=dt. 

18 e tu eis. @8 fei BC, ??ig. 9, baSjenige ^erpenbifel, burc!^ beffen 
^ülfe man Don ber geneigten 8inie AB, waä) §. 18, beren ^ro== 
jection AC auf ber (gbene MN bargefiefft ^at. SJlan Derlängere 
bm aus A in ber ©bene MN gejogenen ©tral^I AD, melc^er mit 
AC einen rechten 2BinfeI bilbet, rütftoärta über A ^inau8 nac^ Ä, 
ma^e AD = AE unb Derbinbe bie fünfte D unb E burc^ gerabe 
Sinien mit B unb C, OTöbann ifl 

1) A CAD=A CAE naä) ^lanim. § 60 
folgli^ CD = CE. 

2) A BCD = A BCE beögl. 
folglit^ BD = BE. 

SBittllein'd (SIem. - anat^ematif. II. S35. 2. Vbt^[. 2 




18 



@tereometnc. 



folglich 
tt). j. b. tt). 



3) ABAD=A BAE mi) ^lanim. §. 53. 
^ BAD = ^ BAE = 91, 



§. 23. 

ßel^rfa^* ©in au6 5em tJufpunftc einer geneigten Sinie 
in 5er (?6ene gezogener ©tra^I, tretc^er mit 5er geneigten 
ßinie einen rechten Söinfel 6it5et, fie^t auc^ auf 5er ^xo^ 
jection 5er geneigten ßinie auf 5iefer @6ene rec^ttDinfelig. 

(®rflc Umfe^rung beS vorigen 8e^rfafee6.) 



519. 9. 




SßorauSfefeung: 

AC ^rojection üoh AIS, 

2^BAJ) = ^, 

Sotg'erung: 

^ CAD = gt. 



83ett)eia. 69 fei lieber BC, WiQ- 9, baSienigc ^erpctibifel, 
bmä) bejfen '§ülfc man üon ber geneigten ßinie AB, naij §. 18^ 
beren ^rojection AC auf ber Sbene MN bargefiellt bat. SJlan 
verlängere btn au8 A in ber (Sbcnc MN gcjogenen ©tra^l AD, 
tüelcber mit AB einen red)ten SBinfel bitbet, rütfmärtö über A 
l^inauö nad^ E, maijt AD = AE, unb üerbinbe bie fünfte D nnb 
E bnxä) gerabe ßinien mit B unb C. 9fl9bann ijl 

1) A Ä^^P = A BAE nad) spianitn.'§. 60 
folglid) ^I> = ^E. 

3) AÄCF=Ai5CE nac^ «pianim. §. 76 
folgli^ CD = CE. 

3) A CilP = A C.4E nac^ ^lanim. §. 83 

folglich Z <^^^ = Z ^^^ = % 

m. }. b. tt). 

Sfnmcrfung. J)ic ©c^lujrei^e bicfeS S5etüeifc6 ifi genau bie 
Umfc^rung Don berjenigen beS üorigen Säeweifeö. 
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§. 24. 

Sel^rf a^. SBcnn eine geneigte Sinie unb ein aus i^rem 
Sufpuntte in ber @6ene gejogener (S^ra^t mit einer britten 
burc^ 5en f?ufi?unft in biefer @bene gejogenen geraben Sinie 
jugleid; reij^te SBinfel 6ilben, fo iji ber ©tra^t bie ^xv^ 
jection ber geneigten Sinie auf ber (S6ene. 

(3ircite Umfeljrung beö ßeßrfafeeö §. 22.) 

8ifl. 10. 

SSorauÖfefeung: 

^ BAD = m. 

^ CAD = 91. 

fjolgerung: 
AC ^roiectiou Don AB. 

S3emei8. ©efefet ea fei AC, ?fig. 10, nic^t bie ^rojection ber 
geneigten feinie AB auf ber (Sbene MN. SJlan fälle au9 einem be:? 
liebigen *punfte B ber geneigten 8inie AB ba^ ^erpenbifel BC auf 
bie (gbene MN, irelc^eS biefe &itm in C trifft, unb jie^e AC. 
?fl9bann ijt AC bie «projection Don AB auf MN (§. 18) folglich 
na^ §. 22 

^ CAD = % 
maS ber SSorauöfefeung ^ C^^P = JR miberfpric^t. 

2)er SBiberfpruc^ ^ört auf, tüenn C in AC J&m, b- §. ^C? bie 
^Projection Don AB ift, u). j. b. id. 

?fnmerfung. SSon biefem 8e^rfa|e fann ©ebraud^ gemat^t 
iDerben, um auf einer gegebenen @bene burt^ einen in ober au^er^ 
^alb berfelben gegebenen ^unft ein ^erpenbifel ju conjhuircn. 

Iletgungsioinkel ^toeter (Sbenen. 

§. 25. 

ßrflärun'g. Unter bem Steigung Stt)inf et jn^eier fl(]^ 
fd^neibenben Ebenen Derfle^t man ben SBinfet, melden jtt?ei 
in biefen ©benen aus einem beliebigen fünfte i^rer !^nxä)^ 
fd^nittstinie red^ttt^infetig auf biefer J&ur^fc^nittSünie ge- 
ijogene ©trauten mit einanber einfetteten. 
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68 frien j. 83. MN unb FQ, Sig. 11, jrüei ©benen, irelc^e fit^ 

in ber gctAbeu 8inie -4^ burc^== 
[(^nribeu. 3n biefer 35urc^' 
fc^nittSlinic mä^Ie man beliebig 
ben ^unft C, unb erridjte in 
bemfelben in ber @benc MN ben 
©trat)! CD J_ .4^, unb in ber 
(gbene P(? ben ©tra^I C£ JL .4^. 
Sftöbann ijt Z ^^^ ^"^ S^lei:^ 
gungSminfel ber beiben fu^ fdjnei- 
benben Sbenen JüfiV unb PQ, 

35er 5yieigung8irinfel jmeier @benen fann ein fpifeer, redjter ober 
jtumpfer SBinfel fein. 

SBenn er fein red&ter SBinfel ijt, fo ifl immer ber eine ©djenfel 
be8 5yieigung8tt3inM8 , ober beffen SSerlängerung , bie ^roiection beö 
anberen @t^enfel8 (f. b. oorigen Paragraphen). 

Sfnmerfung. 3)ie Don jtrei ftt^ fdjneibenben ©benen, tt^el^e 
nic^t über bie 35urt^fc^nitt8linie [jinauS fi(^ erjkecEen, gebilbete 
gigur nennt man aud^ einen gläd^ennjinfel (ridjtiger ©benenn 
winfel) ober Äeil. 3)er SIeigungStrinfel ber beiben @benen ijl 
ba^ gjla^ biefeö ??Iä^enwinM8. 



§. 26. 

Sel^rfa^. SBinfet mit i^aratteten unb gtei^ geti^tetcn 
(Sd^cnfetn jlnb gteid^ grofi. 



»ig. 12. 




aSorauSfefeung: 
AB II DE 
AC II DF. 

Folgerung: 
^ BAC = ^ EDF. 



gSemeiö. SJlan jie^e AD, man mat^e AB = DE unb jie^e 
BE, man mac^e .IC = DF unb jie^e CF, enblid) jietje man BC 
unb JEF. §flbann ijt ADEB ein Parallelogramm (^lanim. §. 100), 
folglich 



erfler Slbfc^nitt. 
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AD = BE mb AD\\BE:^ 
unb ebcufo ADFC ein Parallelogramm, fofglid^ 

AD = CF utib AD II CF. 
|>ierau8 folgt 

BE = CF mb BE\\CF (§. 15), 
mithin ijt aud^ Ä£FC ein Parallelogramm, folglich 

BC = Ef . 
§rtun ijt na^ ^lanim. §. 83 

A ABC = A DEF 
folglich ^ 1?^C = Z £DF, 

§. 27. 

3ufa|. S)et 9leigungött?infet jireier jid^ fd^neibcnben 
®benen ifi immer t?on 5erfet6en ©tö^c, an tpetd^em fünfte 
ber üDurd^f^nittölinie man i^n anä) confiruiten mag. 

©enu moffte man j. 33. in gig. 11 an einem t?on C üerf^iebcnen 
fünfte ber 35urc^f(^nitt8linie AB btn 5yieigung8tt)infel confhruiren, 
fo mürben bie ©d^enfel beöfelben benen be8 SBinfefö DCE parallel 
lüerben, mithin ber Dorige ße^rfafe in Äraft treten. 

§. 28. 

ßrflärung. 3tt)ei ©benen fielen re^ttt?inf etig auf 
einanbet, mnn x^v 9leigung6tt)infet ein redetet ift. 

§. 29. 

ße^rfa^. SBenn man but^ ein auf einet @benc n^ 
rid^teteö ^et^?enbifet eine ©bene legt, fo fte^t biefe auf ber 
etften Sbene tec^ttt?infettg. 



Sig: 13. 




S3oran8fe|ung: 
AB ± MN, 

?5olgerung: 
PQ \ MN. 
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83etrei8. @8 fei CD, gig. 13, bie ajurdjfc^uittsanie bcr bciben 
ebenen JJflV unb PQ. Sfttbann ift nat^ §. 10 

AB ± CD. 
Sernev jie^e man in ber (Sbtm MN 

AE J_ CD. 

35ann ifl ^ Ä^IE ber 9teignng8irinfel ber beiben @benen MN 
unb PQ (§. 25), unb ba biefer mä) §. 10 ein redjter SBinfel ifl, 
fo ^at man nat^ bem borigen Paragraphen 

PQ ± MN, 

tc. j. b. lü. 



§. 30. 

8e]§rfa|. SBenn man in einer tjon jtt)ei auf einanber 
recj^tminfetigen Ebenen ein ^er^?enbifel auf ber ^nxä)^ 
fd^nittölinie errid^tet, fo ifl biefeS au^ ein ^er^?enbifet auf 
5er anberen (Sbene. 

(Umfe^rung be8 üorigen 8e^rfafee8.) 

»ig. 13. 



S3orau8fefeung: 
PQ ± MN. 
AB ± CD. 

?foIgerung: 
AB JL MN. 



©eweiö. 2Jlan jietje redjtroinfelig auf ber Xiurt^fc^nittölinie 
elf, Sfig. 13, au8 A in ber Sbene MN bm ©tra^I AE. 3)ann 
ifl in Solge ber äJorauöfefeung AB ret^toinfelig auf CD unb auf 
AE, folgli^ auc^ AB ± MN (§. 11), tr. j. 6. w. 




§. 31. 

Sel^rfo^. SBenn jiDei fld^ fd^neibenbe Ebenen auf einer 
brüten re^tlDinfetig flehen, fo ifl i^re SDurc^fd^nittötinie 
ein ^er^?enbifet auf biefer britten @6ene. 
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8or(iu9fe&un; 

PQ±My 

RS _L MN. 

(Sofgetung: 
-4B [ ifff. 



SSerofie. SfuS bem ?[ugpuiifte -4 6er 2)i;t^r(^iiittetime AB 
btx beiM ®6eneti Pß unb fiS, 55ig. 14, jiflje nmti i» btr Ebeiie 
jtfÄ bie Beibeii ©tratjfeii AG ± CD iinb ^Ä ± EF. Sflsbanii i(t 
na(^ brm Dorifltii 8e|rfa^e -IG J_ PQ, folglii^ nut^ (§. 10} 

ebmfo i(l -4ff _L HS, fofglic^ aiid) 

^ ß^Ä == 9t. 
'Xiaxauä (tifcli^ folgt -4B X ^'^ (§■ H). >». 5. ö. ro. 



äwcitct 2(6f^nitt. 
^araKrlf Sitiün unb Sbrnrn. 

iSinr (Cbme unli rhif grralrr ffinir. 
§.32. 
^rflärung. ®inc gtrabe ßtitie ift einet @bme parallel, 
lutnn beibe feinen ^unEt mit etnanfcer gemein haften, fo 
meit man {le auc^ ettveitem mag. 



8e5*^fn§. SEBenn eine geta&e Sinie einer in einer ®Bene 
enthaltenen Sinie parallrf ifl, fo ift fle auc^ biefer @6ene 
JpfitaM. 
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SSorauöfefeung: 
AB II CD, 

55oIgcrung: 
AB II Jf 2^. 

aSetüeia. S)a i4^|| CD ijt, gig. 15, fo faun bic gerabe ginie 
AB in feinem fünfte ber ßinie CD mit bcr @bene MN jufammen^ 
treffen. 

JDa ferner bie Sbene, welche bie beiben parallelen AB unb CD 
in jtc^ enthält, mit ber Sbene MN nur bie 8inie CD, aU 35urr^=^ 
fc^nittölinie, gemein ^at, fo fann bie gerabe ßinie AB anäj in 
feinem fünfte au^er^alb CD mit ber ©bene MN jufammen- 
treffen. 

?5oIgIic^ ift waij bem Vorigen ^aragrapfjen AB fl MN, tv. 5. b. tv. 

§. 34. 

Sel^rfa^. SBenn bur^ eine einer @bene ^?arattetc gerabe 
£inie eine Sbenc gelegt n)irb, iDctc^e bie erftc Sbene fd^neibet, 
fo ift bie entjle^enbe 35urrf)fd^nittSttnie ber crjlen gerabcn 
Sinie pataUtl 

(Umfe^rung bea t^origen ße^rfa^eö.) 

gifl. 15. 



M 



A| 15 



AT 



a3orau8fe|ung: 
AB II MN. 

Folgerung: 
AB II CD, 



35er SBetreiö ergiebt fic^ baraua, ba^ AB unb CD, fjig. 15, 
in einer (Simt liegen, nnb einanber niemals treffen fbnnen. 



§. 35. 

Sel^rfal« ?tttc unter jl^ i^arattcten £inien, lüet^c man 



3miUt ^bfc^nttt. 
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auö fünften einer getaben ßinie, bie einer @6ene paxaM 
x% auf biefe @bene ^erabjie^t, jlnb gtei^ tang- 



»ig. 16. 

C E 




aSorauöfefeung: - 
AB II MN 
CD II EF 

Folgerung: 
CD=E¥. 

3um aSerteife lege man bur^ bie beiben parallelen CD unb 
EF, gig. 16, eine gbene, tt)obur(^ ia^ ^arattelogramm CDFE 
entließt. 

35er ße^rfafe gilt in&befonbere au^ Don allen ^erpenbifeln, mel^e 
man au8 fünften einer geraben ßinie, bie einer Sbene parallel ifl, 
auf biefe ©bene fällen fann^ 



3ton CSbenen. 

§. 36. 

Srflarung« 3tt)ei ©benen flnb i?arattet, ix)enn fie 
feinen ^unft mit einanber gemein ^aben, fo mit man jie 
aud^ ertt)eitern mag. 

§. 37. 

Sel^rfa^. SBenn eine gerabe £inie auf jtt)ei Ebenen ju^ 
gteid^ ^er^?enbifet ift, fo jlnb biefe beiben ®benen i^arattet. 

gifl. 17. 

S3orau8fc|ung: 

AB j^Müf 

AB X i^Ö. 

Folgerung: 
MN II PQ. 

83eir eis. ©efefet bie beiben gbenen MN unb FQ, ?fig. 17, Ratten 
einen ^uiift C mit einanber gemein. 2Jlan lege burc^ AB unb C 
eine ©bene, wef^e bie (Sbene MN in ber geraben ßinie AC, unb 
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bie (Sbenc PQ in btx geraben ginie BC fdjneibet. SflSbanu ijl 
im Dreiedf ABC in golge ber S3orauefe|nng ^ i?ilC = 31 unb 
^ ^^C = 91, ma8 bem ße^rfafee ^lanim. §. 45 mibcrjheitet. 

35cr SBiberfprnc^ ^ört mir auf, n^enn MN uwb PQ feinen ^unft 
mit einanber gemein [jaben, tt). 5. b. m. 



§. 38. 

ßel^rfa^. SBenn jtpei ©betten jtrei ^6) fd^tteibettbe 
ßtttiett itt fld^ ettt^atteit, mlä)t paaxmi^t i^arattct flttb, fo 
flttb btefe beibeit @bettett pataUtL 




§8orau9fe|ung: 
AB II FG, 
CD II HL 

Folgerung: 
MN II PQ. 



33 e weis. 2Jlan fätte au8 bem ©urc^fe^nittspunfte K ber beibeii 
geraben ßinien FG unb ^/ in ber Qimt PQ, Wig. 18, ein ^er^s 
penbiM KE' m^ bie ©bene MN, unb jie^e burc^ beffen Su^punft 
jr in ber gbene MN bie beiben ßinien AB' \\ AB unb CP' || CD. 
§ftebann ifl nat^ §.15 auc^ 

.l'^IIFG unb CD'\]HI, 
folglich wirb bie ßinie RE', meiere vermöge ber Sonfhruction auf 
AB' unb CD' ret^tirinfelig jle^t, anä) mit FG unb Ä/ reifte 
SBinfel bilben, b. §. bie ßinie KE' iji ein ^erpenbifel auf beiben 
ebenen MN unb PQ jugleit^. 

Sfifo ifl mä) bem borigen ße^rfafee ilfi^ || PQ, tv. j. b. tv. 



I §.39. 

Sel^rfo^. 3tt^ei ^jarattete ©bettelt tüetbeit uoit einer britten 
©bene, iretd^c belbe bur^fd^neibet, in i?aratteten ßtnien ge^ 
^«tnitten. 



Qmiiet ^bfc^nttt. 
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»* 



»ifl. 19- 




§Borau8fe|ung: 
MN II PQ. 

golgerutig: 
AB II CD. 



Sern ei 8. J)a bie beiben 3)urd)f(^nitt8amen AB unb CD, gig. 19, 
in ©incr ®6ene liegen, nämlic^ ber f^neibenben ©bene RS, fo ijl 
nur noij ju bemeifen, ba^ fie feinen ^unft mit einanber gemein 
f)abtn, 

©efefet bie bciben ßinien AB unb CD Ratten einen ^unft mit 
einanber gemein. ?fl8bann mürben biefen ^unft anä) bie beiben 
®benen MN unb PQ, toAijt biefe Sinien in fic^ enthalten, mit 
einanber gemein ^aben, traö ber äJorauSfefeung ttiberfipric^t. 

Sflfo ijt AB II CD, m. i. b. to. 



§. 40. 

Sel^rfa^. 3e5c gcrabe Sinic, tvdä)t eine tjon jirei 
l^arattcten Ebenen burd^f^neibet, tpxtb anä) bie anbete 
burd^fd^neiben. 



Sig. 20. 




SSorauSfefeung: 

Jlf jY II PQ 

AB burc^fc^neibet MN, 

?5olgerung: 
AB burdjf^neibet PQ. 



SSen^eiS. Oefefet bie 8inie AB, f?ig. 20, mlä)t bie (gbene MN 
in C burt^fdjneibet, treffe ni(^t bie (gbene Pß, b. ^. e8 fei AB || P(?. 
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SJlan lege burc^ AB unb einen in PQ beliebig gewä^ften ^unft 

D eine &itm, meiere bie ©bene MN in ber geraben ßinie EF, unb 

bie ^btm PQ in ber geraben ßinie GH burc^fc^neibet SflSbann ifl 

waäj bem Dorigen ße^rfafee 

EF II GH. 

Sfber jugleic^ ijt mäj §. 34 

AB U GH. 

SJlan ^at alfo in einer Sbene burc^ einen ^unft C jwei gerabe 
ßinien AB unb EF, meiere jugleit^ einer britten ßinie GH parallel 
fmb, maö bem ©runbfafee ^lanim. §.12 tt^iberfpric^t. 

35er SBiberfprut^ fällt nur bann meg, menn AB bie ©bene PQ 
burc^fc^neibet, m. 5. b. tv, 

Sfnmerfung. 2Jlan tiergleic^e hiermit ben ße[;rfafc unb JBemeiS 
^lanim. §. 34. 

§. 41. 

3ufofe. 3ebe @bene, mlä)t eine t)on stpei i?aratteten 
©betten burd&fd^neibet, tvixb anä) bie anbete burd^fd^neiben. 

3)enn in ber burc^fc^neibenben (Sbeuc fann man immer eine 
ßinie mte AB, ffig. 20, annehmen, t?on welcher ber Dorige ße^r:^ 
fafe gilt. 

§. 42. 

Sel^rfa^. ©ine gerabe ßinie, mlä)t auf einer t)on jtt)ei 
l^aratteten ©benen rei^tttjinfetig fte^t, ift anä) ein ^er^?en:= 
bifet auf ber anbeten Sbene. 

(Umfef;rung be8 ßeljrfafeeS §. 37.) 
»ig. 21. 

aSorauöfefeung: 
MN II PQ, 
AB I MN. 



fA 


kA 


F 


D 


"/A 


\/'' 



?5olgeruug: 
AB±PQ. 

E C^ 

SiemeiS. 2Jlan lege burd) bie gerabe ßinie AB, ?fig. 21, j^ei 
beliebige ©benen, \^m benen bie eine bie beiben parallelen ©benen 
MN unb PQ in btxi geraben ßinien AC unb BD, bie anbere bie* 



\ 



Btoetter ^bft^nitt. 
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fefben in ben geraben ginien AE uiib BF burt^fc^neibet. SflSbann 

ift na^ §• 39 

AC II BD unb ^E II J?F. 

Stun ijl in f?oIge ber aSorauafcfeung 

folglich au(^ 

^ ^BD = 31 unb Z. ABF=?lt, 

b. \), AB ± PQ, m. j. b. tu. 

§.43. 

ßel^rfn^. @ine geneigte ßinie, tt?et(]^e jtpei ^jarattete 
©benen burd^fc^neibet, bitbet mit beiben gteid^e 9teigungÖ2= 
»infet. 

gtfl. 22. 



/ 




JB; 



-Ä/> 




E 



^Q 




S3orau8fe|ung: 
JfiV' II P<?. 

Folgerung: 
Z,CAD = Z CBE. 



fBetüeiö. SSRm fälle au9 einem beliebigen fünfte C ber ge== 
neigten ßinie AB, gig. 22, ein ^erpenbifet CD auf bie Sbene MN, 
njclc^eö nac^ bem t^origen ße^rfafee auc^ bie ©bene Pö in E ret^t: 
ttjinfelig trifft, unb jie^e AD unb BJE. ?fl8bann ftnb CAD unb C1?E 
bie in Jftebe fte^enben 3fteigung9trinfel, unb ia AD || JPjB ifl (§. 39), 
fo folgt nadö ^lanim. §. 41 

^ CAD = ^ CBE, 

n?. j. b. tu. 

§.44. 

3ufa^. @ine ®bene, xozli^t imx i^arattete ©betten burd^:= 
f(]^neibet, bitbet mit beiben gleiche 5Jleigung8tt)infet 

35enn in ber bur^ft^neibenben Sbene fann man immer eine ßinie 
ttjie AB, ?5ig, 21 ober 22, annefjmen, auf rtelt^e einer ber beiben 
tjorigen ße^rfäfee anttjenbbar ift. 

§. 45. 

iiel^rfa^« SBenn jn)ei @benen einer btitten i^araffel jlnb, 
fo jinb fle auc^ einanber ^axoXizt 
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3uTn fBerteifc conjiruire man auf bcr britten (gbcnc ein ^er- 
penbifel, unb roenbe barauf bic §§. 42 unb 37 an. 

§. 46. 

ße^rfo^- STIIe unter ftd; ^jaratteten ßinien, jirifc^en 
l^arattcten ^Umxx gcjogen, jlnb gteid^ taug. 

3um SSerteife Derfa^re man tt^ie im §. 35. 

35er Se^rfafe gilt inSbefonbere aud) Don allen ^erpenbifetn, meiere 
man au9 fünften einer Don jtt^ei parallelen ®benen auf bie anbere 
fätten fann. 

§. 47. 

>- ßel^rfci^- ©erabe Sinien, irctc^c btei i^atattete (S6enen 
bur^fc^neibcn, irerben bur^ biefe @benen in ^)toi?ottionitte 
Stbf(|mtte gct^eitt. 



gtg. 23. 




SorauSfelung: 
MN II PQ II ÄS. 

Folgerung: 
AB : AC^DE: VF 
AB : BC = DE: EF. 



SerteiS. SDIan jietje ju einer ber beiben fdjneibenben ßinien i4C 
unb DF, gig. 23, j. 33. ju DF au8 A bie ^arattele AH, tvtlä^t bit 
brei gbenen MN, PQ, RS in bcu fünften A, G, H burc^f*neibet, 
unb iie^e BG unb CH, 9fl6bann ijt BG || CH (§. 39) fotgli^ nat^ 
spianim. §§.204, 205 

AB :AC = AG:AH 
unb AB:BC = AG : GH. 

9l«n ifl nac^ bem Dorigen Paragraphen 

AG = DE, AH = DF, GH = EF, 
foIgIi(^ rtenn man biefe SBertüje in bie Dorigen Proportionen fe|t 

AB:AC = DE:DF 
unb AB:BC = DE: EF, 

lü. j. b. tu. 



dtoetter SCbf^nitt. 31 

Sf II m c r f u n g. ®er ße^rfafe bleibt noc^ richtig, tüenn in ber äJor^ 
auSfefeung patt ber Sbene MN nur bie gerabc ßlnie AD, ireld)e ben 
beiben ©benen PQ unb RS paxaM ijJ-, al8 gegeben angefe^en mirb. 

§. 48. 

ßrflorung. 3tt)ei gerabe ßinicn, tpet^e feinen ^unft 
mit einanber gemein l^aben, fo ireit fie au^ üerlängert 
lüetben mögen, unb juglei^ ni^t in (Siner Sbene liegen, 
irerben paraKetoibif^e Linien ober ^atattetoiben 
genannt. 

®ine attgemeiu übliche 93enenninig für biefe Sinien ejrijiirt bisher 
nic^t. §fm getrö^nUdjfien bejeidjnet man fie bnxij bie Umfdjreibung, 
ba^ jte „treber parallel ftnb, noc!^ fid^ burc^fci^neiben''. ^uij bie 
^Benennung ,,jt(^ freujenbe ßinien'' finbet jiii^ im ©ebraud), bie 
jebod^ tüenig c^arafterijlifc^ if} unb falfc^e 5yiebenbegriffe rteit. 35er 
oben geroäljlte SfuSbrutf „paraHeloibifc^e ßinien^' ober „^aralleloiben" 
btirfte jid) too^I am meijien für bm allgemeinen ©ebrauc^ empfefjlen. 

§. 49. 

ßel^rfö^. !S)ur(J^ jebe jiDei parattetoibif^e Sinicn föntien 
jirei parattete @bencn gelegt iDerben. 




S3orau6fe|ung: 
AB, CD ftnb ^araUeloiben. 

Folgerung: 
MN II PO. 



83 e tu eis. 3n ber einen ber beiben paraHeloibif^en ßinien ^^ 
unb CD, ?5ig. 24, nämlid) in AB ne^me man rtittfürlic^ btn ^unft 
E unb iiet;e bmä) benfetben FG^CD-^ ebenfo in CD ne^mc man 
ben ^unft H unb jiebe burd^ benfelben IK \\ AB. 8egt man nun 
burc^ AB unb FG eine (Sberie MN, unb burc^ CD unb IK\xm 
^itm PQ, fo ij} nad; §. 38 

MN II PQ, 
lt. j, b. itj. 




Sei^rfag. STuf jebcn gtrei parattetoibif^eti fiinien faitn 
ein flEmeinf^aftti^tS ^trpmbiM conlfeuirt merbm. 



Sßorauefeftung: 
AB, CD ftii6 ^nrnffeloibni. 



golgetung: 
IK ± AB mb IK J_ CD. 



©ttoeie. Xmrift 6« Reiben paraQeloibtfc^cii Sinien AB uufc CD, 
gig. 25, (ege moii nai^ bem Dorigeii ^arngcap^ni bie beibeii 
Ijurdlleleti ffiberien MS uiib PQ. Serriet lege niati burdj AB rine 
@6ene tei^ttoinfelig auf JffJV, roel^t bie @6fne i*0 in ber Sinie 
EF gleii^fnffe re^troiufefig burdjfi^ueibtt (§§. 41 imb 44); ebeiifo 
(egt nitin buri^ CD eine ©tteiiE rei^tiDiiiFdig niif FQ, loetiiie bie 
€I)ene JtTJV in ber ßinie Gff gleic^fnOe rei^tmiiifelig buii^fdineibtt. 
3)ieft beibfii jultfet coiiPrutrten ©beneii biiri^fiiiimbeii einanber in 
einer Sinie IK, tueldje nac^ §. 31 ^erpenbitel auf MN uiib auf 
PQ i|V. Sotgli(^ i|t aui^ (§. 10) 

/Ä i ^ff anb I« X C»/ 
IB. j. b. tD. 

9(nmertunfl. IiaS gemeiufi^aftUc^e ^erptnbifet IK auf jtt»i 
pnraIIefoibif(^en ßinien AB uub CD ifi jugteii^ bie tilrjefie tjon atleii 
geraben gitüen, ittti^e jmifdien ben beiben ^cira[(e(Diben gejogen 
tnerben fönnen. 



©ritter «bfd^itt 
3)it trfe. 



@rFIfiruag. Unter'einet ©tft terfte^t man rinm buttfj 
brei ober me^r Sbenen, tpelrfie in tinem fünfte jufam* 
mmtreffm, begtenjten SRaum. 



<S)ntter 9lf»f((mtt. 33 

®ie ßdfe ^ci^t bxtx^, t)tcr=:, fünffeltlg 2C. nad^ btt 
Sfnjal^t ber jle bcgtenjenben ©bencn. 

SBenn brci ober me^r unbegrenjte Ebenen burr^ einen ^unft 
flelegt werben, fo entfielen um biefen ^unft mefjr al8 eine ®dfe. 
@a j. 85. ergiebt ber 3)ur(^f(^nitt tion 3 unbegrenjten (gbenen, 
tvAä)t bmi) einen ^unft gelten, 8 um biefen ^unft fiegenbe brei^^ 
feitige Stfm, §8on biefen @(fen mirb jur 3eit immer nur eine 
einjefne betrachtet. 

2Jlan Derglei^e hiermit bie Sntflel^ung be8 SBinfete in ber ^lani^? 
metrie burt^ jmei in einem fünfte jld^ burc^ft^neibenbe gerabe 
ßinien. 

§. 52. 

^rflarung- 3n einer (Sdfc nennt man 

1) ben'^unft, in tt^el^cm bie fle begtenjenben @6enen 
jufammentreffen, ben @^cite(^?unft ber ©dfej 

2) iie ©tra^fen, in mlä)tn bie begrenjenben ©benen 
einanber burd^f^neiben, bie Tanten ber ©tfej 

3) bie SBinfet, tt^et^e bie Tanten in ben begrenjenben 
(Sbenen mit einanber bitben, bie ©eilen ber gtfej unb 

4) bie 9leigungStt)infet ber begrenjenben ®benen, tvti6)t 
an ben Tanten ju ©tanbe fommen, bie SBinfet ber 6dfe. 

»ifl. 26. 

3. 83. in ber breifeitigen ®(fe, gig. 26, ifi 
A ber ©^eitelpunWj AB, AC, AB jlnb bie 
brei Tanten ber ©ie^ Z.BAC, 2,^ AD, ^CAD 
fmb bie brei ©eiten ber (Sit] unb Z,EBF, 
^ GCH, ^ WK, we^e SBinfel \\a6) ber ®r^ 
Körung §. 25 confhruirt t?orau9jufefeen jlnb, 
jinb bie brei SBinfel ber ©de. 

S)ie 9(nja^I ber Ä'anten, Seiten unb SBinfel 
einer Jeben (Scfe ijt berjenigen ber bie . (Sät begrenjenben (Sbenen 
gleit^. JDiefe Sfnjal^I benimmt bie ®int^eilung ber ®(fen in brei- 
feitige unb me^rfeitige Scfen, Don benen bie lefeteren Dierfeitige^ 
fünffeitige 2c. fein fönnen. 

9Jlan üerglei(^e hiermit bie Xireiecfe unb SSiefecfe ber ^fani 
metrie, Don benen manche ©äfee unmittelbar auf breis* ' ^ 

9Bttt{lrin*e (l^(em.<-anat^ematir. n. 93b. 9rbt^(.2. 
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feitißc Sdcn*) übertragen werben föunen, anbere bagegen eine er^eb:= 
lid^e Sfenberung erfahren. 3)ie breifeitige (Sde inöbefonbere ijl für 
bie (Stereometrie t)on berfelben SBi^tigfeit wie ba^ 35reierf für bie 
Planimetrie. 

SBaS bie ©rö^e ber Seiten unb SBinfel einer ®rfe anbetrifft, fo 
fönnen biefetben fpifee, rechte ober pnmpfe SCßinfel fein. 35agegen 
gdfen mit (Seiten ober SBinfeln, welche me^r atS 2 Jft betragen, 
pffegt man in ber (Stereometrie anSjiifdiUeßen. 35enn überall, wo 
eine ®dfe Don fotc^er Sefc^affen^eit erfc^eint, fann man bafür 
burc^ ^inreic^enbe ©rmeiterung ber begrenjenben Sbenen eine anbere 
in bie ©etra^tung einführen, welche biefe S3efc^affen^eit nic^t me§r 
ieigt. 

9Wan bejeic^net eine ®(fe burc^ S3u^paben, inbem man ben am 
©c^eitelpunfte pe^enben S3u^jlaben tjoranjlellt, unb bie an bm 
Ä^anten pe§enben in eine klammer gef^loffen na^folgen W^t, j. 83. 
bie e* e A(BCD), f?ig. 26. 

§. 53. 

Sel^rfa^. 3n jcber breifeitigen ®rfe ifi bie (Summt \t 
jweier (Seiten gröfer atS bie britte @eite. 

»ig. 27. 

SSorauöfefeung: / 

^ß^C, ^J?^D, ^D^C jinb bie (Seiten 
^ fC^ < / 1 — y^ einer Sde. 

Folgerung: 
^ BAD + ^ P^C > BAC. 

33ett)ei9. 35er (Safe ifl unmittelbar als tvaiix ju erfennen, wenn 
Z^^^>Z, ^^^ ober ^ JJiiP = ^ BAC i|?, gig. 27. Sflfo bleibt 
nur ber gatt ^ BAD < ^ JJ^iC ju unterfuc^en übrig. 

2Jlan trage ^BAD auf ^JJ^iC üon .li? au9 ab, fo ba^ 
^BAE = ^BAD wirb, ma^e AE = AD, jief;e ED, unb lege 

*) ^aä) Analogie ber ))lammetnf^en ^Benennungen S)retec!; fßitteä }(,, 
SBielecf tt)ürben {tc^ für bie brris unb mel^rfeittge dcfe bte SSenennungen 
empfel^Ien: J)reifant, Sßier!ant ic, JBielfant. 




V 



strittet ^bft^nitt. 35 

burc^ biefc gerabc ßinie ED eine (Sbene, welche bie brei @eiten ber 

erfe in bm geraben ßinien BC, CD unb BD bur^fc^neibet, Sflö^ 

bann ijl 

A BAD = A BAE naä) «planim. §. 60, 

folglich BD = BE. 

mm ip mä) ^lanim. §. 78 

BD-i-DCy BC 
unb menn man [;iert>on bie üorige ©leic^ung BD = BE fubtra^irt,, 

DC > EC, 
moraue mit STnicenbung tjon ^lanim. §. 82 folgt 

^ D.IC > ^ EAC. 
Sfbbirt man ^ierju bie obige ©leic^ung ^ jB^ID = ^ JJ^IE, fo 
fommt 

z i?^i> + z ^^^ > z ^^^ ^ 

lü. j. b. tu. 

§. 54. 

3ufa|- 3n jcber breifeitigen (Sät ifl bie ©Iffcrens Je 
jweier Seiten Keiner al6 bie britte Seite. 

ajenn au6 bem tJorigen Sßeföeife i^, ?fig. 27, Z ^-^^ < Z ^^^/ 

b. ^t z ^^^ — z ^^^ < z ^^^. 

§. 55. 

ßel^rfa^. ®ie ©umme aller Seiten einer @rfe ijl immer 
Heiner a(e 4 redete SBinfet. 

»ig. 28. 

SSorauSfefeung: 

Z ^^C^, Z ^-^^z Z ^^^ ^c. Pnb bie 

Seiten einer ®tfe. 




Folgerung: 

^BAC + Z ^^^ + Z^^^^c- <49*. 

aSemeia. ®9 fei A(BCDEF), gig. 28, eine gegebene n:= fettige 

(Sit (in ber gigur ifl fie fttnffeitig). man lege burc^ bie ®dfe eine 

@bene, meiere bie Seiten berfelben in ben geraben ßinien BC, CD, 

DE 2c. burc^fc^neibet. S)aburc^ entfielt eine «p^ramibe (f. *^ 

V 
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bmn ©runbpc^e baS n:^M BCDEF ift nnb bcrcn ©eitenpd^en 

bie 2)reieÄc .lÄC, ^CD, ADE ac. fiiib. 

5lun ijl bie (Summe bcr SBinfcI in jcbcr (Seitenpc^e = 2 gt, 

alfo, ba 11 @eitcttp(^cn üor^anben flnb, bie ®umme ber SBinfel 

in allen ©eitenpc^en 

= 2 n 91. 

??erner ijl bie ®umme affer SBinfel ber ©runbpdbe (^lanim. §. 134) 

= 2 n 91 — 4 91. 
35a aber jeber ber (gtfpunfte ber ©runbpc^e, B, C, D 2t. jugleid^ 
(Sd^eitelpunft einer breifeitigen Srfe i% auf treibe ber ße^rfafc §. 53 
angemenbet merben fann, fo ift bie (Summe affer berjenigen SBinW 
bcr (Seitenpci^eii, welche an ber ©runbpc^e liegen, größer ate bie 
(Summe affer SBinfel ber ©runbpc^e, b. i. 

> 2 n 91 — 4 91. 

golglic^ muß bie (Summe affer SBinW, weld^e um ben ^unft A 

liegen, b. i. bie (Summe affer (Seiten ber (Sit 

< 4 91 
fein, tv, j. b. tv. 

Sfnmerfung. J)iefer (Safe wirb befonberö anfd^aulid^, wenn 
man fi^ üorpefft, ba^ bie Söinfel einer (Srfe, meiere x\aä) §. 52 
al8 ßo^Ie SBinfel tJorauSjufefcen jinb, affmälig größer werben, bis 
jte fdmmtlic^ btn SBert^ tjon 2 91 erreichen. X>enn fobalb biefeS 
jlattfinbet, mac^t bie (Summe ber (Seiten ber ®dfe genau eine un:= 
begrenjte Sbene au8, b. f), jie beträgt 4 91. 



§. 56. 

3ufa^- S)le (Summe aller (Selten einer ®dfe i|l immer 
jwif^en unb 4 9t entsaften. 

3)enn e9 ip an ft^ flar, ba^ bie (Summe affer (Seiten einer 
®tfe fo Hein angenommen, ober bem SBert^e 9tuff fo na§e gebrai^t 
werben fann, wie man nur wiff. 

Sfnmerfung. 3)ie brei (Säfee §§. 53— 55 muffen wo^I berüdf:= 
fi^tigt werben, wenn man wifffürli^, (Seiten annehmen wiff, um 
an^ benfelben eine breifeitige (Sit ju bilben. Stimmt man j. 83. 
i5Wei (Seiten jU 120** unb 70** unb nennt bie britte (Seite a?,*fo ^at 

in iur Seflimmung tjon x naij btn §§. 53 unb 54 



\ 



iDnttcT 9H^f(^tiitt. 



3t 



120° + 70° > 4? 
120° — 70° < d? 

b. ^. ip muf jmifc^en 50° unb 190° betraflen. «f6er mi) §. 55 
^at man überbieS 

120° + 70° + 0? < 360° 
b.f).x<^ 170° 

alfo fann a? nur jipifd^cn 50° unb 170° betragen. 

§. 57. 

@rf (Srung. Unter 5cr@rgäniung8edfe ober (SinppU^ 
mentarerfe einer gegebenen @rfe t^erfie^t man eine @rfe, 
beren (Seiten bie ISSinfet btr gegebenen @rfe, unb beren 
SSBinfet bie (Seiten ber gegebenen @dfe einjetn genommeji 
ju \t 2 91 ergänjen. 

a^iefe aSejie^ung ijl eine gegenfeitige, ober jebe @rfe ijl jugle«^ 
aud^ bie ©rgänjnngSecfe i^rer ©rgänjungeedfe. 

§. 58. 

Sel^tfa|. SBenn man burc!^ einen ^unft im inneren 
JRaume einer gegebenen ®rfe (Sbenen tegt, tuetd^e bie Äan^ 
ten biefer @cfe ret^ttuinfetig burd^fd^neiben, fo bitben biefe 
@benen an bem genannten fünfte atö (St^eitetpunft eine 
gdfe, mlä)t bie ©rgänjungöerfe ber gegebenen iji. 



gig. 29. 




S5orau8fefeung. 
AB ± BGEH 
AC ± CFEH 
AD ± DFEG 

Folgerung: 
E(FGH) ip ©rgänjungöedfe üon A(BCD). 



35 e 113 ei 8. 68 fei E ber im inneren Sftaume einer gegebenen brei- 
feitigen Sffe A{BCJ)), gig. 29, angenommene ^unft, burd^ meldten 
man brei gbenen BGEü, CFEH, DFEG gelegt ^at, bie bie Tanten 
AB, AC, AD ber gegebenen ®dfe in bm fünften B, C ^ red^t^ 
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tüinWig burc^fti^neibcn, J)iefe brei (Sbencti burt^fc^neibcn cinanbcr 
in bcn geraben Sinicn EF, EG, EH, unb bilben mithin eine neue 
(Sät E(FGH), mlijt biefe brei geraben Sinien ju Tanten ^at. 

9lun jtnb 

1) Z^^^/ Ä^^D, ^ CAD bie (Seiten ber gegebenen ©rfe 
A{BCD). 

gerner ftnb in f?oIge ber S3orau8fe|ung bie 6 SBinfel ABG, 
ABU, ACF, ACH, ADF, ADG fämmtli(i^ rechte SBinfel, fotgIi(i^ 

2) ^GBH, ^FCH, ^FDG bie SBinfel ber gegebenen ©rfe 
A(BCDy 

©obann jtnb 

3) ^FJBG, ^FEB, ^ GEH bie (Seiten ber neuen ©dfe 
E(FGH), 

(Snbliä) jle^t mä) §. 29 bie gbene ABHC re^twinfelig auf 
BGEH unb auf CFEH, folglich ij! nac^ §. 31 aut^ bie J)urci)^ 
fc^nittalinie biefer beiben legten ©benen-, b. i. ßinie EH, ein 
«Perpenbifel auf ABHC, 9fue bemfelben ®runbe i|? bie ßinie 
EG±ABGD, unb bie ßinie EF ± ACFD. ®e9^alb jinb bie 6 
SBinfel EHC, EBB, EGT), EGB, EFD, EFC fcimmtüc^ rechte gQin= 
fei, unb mit[;in 

4) ^CFD, ^J?G7>, ^BHC bie SBinfel ber neuen gdfe 
E(FGH). 

X>a nun bie 6 bie gig. 29 begrenjenben aSieredfe fämmtlic^ je 
jmei SBinfel ent[;alten, welche reifte SBinfel fxnb, fo folgt: 
^ BAC + 2, ^^^ = 2 9t Z. GBH + Z. GE^ = 2 3t 
Z BAD 4- Z ^^^ = 2 91 Z P^H + Z ^^^ = 2 9t 
Z C?^I> 4- Z ^^^ = 2 9t Z ^^ö + Z ^^ö = 2 9t 
b. ^. bie neue ®dfe E(FGH) ift bie ©rgänjungSetfe ber gegebenen 
A{BCD), m. j. b. tu, 

©benfo fann ber ^Beweis an einer me§rfeitigen ®dfe gefüljrt 
werben. 

§. 59. 

ßel^rfa^- 3n ieber breifeitigen grfe ifi bie (Summe je 
jtDeler SBinfet Heiner atö ber um 2 9t t?ergrö^erte bxittt 
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Stfl. 29. 




g SSorauöfcfeung: 

fi. fei einer ®tfe. 



Folgerung: 



S3etüei8. 9Jlan confhuire wie im tJorigeu Paragraphen im 
spunfte E, ^g. 29, ju ber gegebenen Mt A(BCD) i^re ergänjung8:= 
etfe E{FGH), fo ba^ man na^ bem tJorigen Paragraphen r}at 

^ GEH = 2 3t — ^ G^jy 

^ F£Ä = 2 3t — Z ^^^ 
Z.FEG =2 31 — Z FDG. 

©obann i|? nac^ §. 53 

unb trenn man l^ierin bie vorigen SBert^e fubflituirt, fo erhält man 
2 31 _ Z GEH + 2 3t — Z ^^^ > ? 3t — Z ^^ö 



b. i. 

ober 

Jü. j. b. lü. 



2 3t + Z ^^ö > Z ö^^+ Z ^^^ 
Z GEH + Z ^^^ < 2 31 + Z ^^ö 

§. 60. 



3ttfflfe* 3n jeber brcifeitigen @rfe iji bie JDlfferenj je 
itueier fffiinfet Heiner afö bie ©rgänjung beö britten SBin^ 
fetS }u 2 9t (b. ^. atö ber 9te6enn)infet beö britten SGBinfetS). 

35ann na^ bem oorigen ®afee ijl auc^ 

Z G5Ä^+ Z ^^G < 2 3t + Z ^^^ 
morauS folgt 

Z C^ß^ — Z ^^^ < 2 3t — Z ^^^• 

§. 61. 

ßel^rfa^* -S)ie ©untnte ber brei SBinfet einer breifeitis 
gen @rfe iji immer größer atö jtt^ei re^te, unb Heiner atf 
6 rechte SGBinfet. 
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®t(Tfom<tne. 



2Hfl. 2S. 




S3orau6fefeung: 
^ GBH, Z ^'^^/ Z ^^ö ftnb bie SBiu: 
M einer SÄe. 

Folgerung: 
^ GJBjy + ^ FCÄ + ^ FDG > 2 91 

unb < 6 91. 



aSelpeie. ajlan confhuire trie im §. 58 im «punfte E, gifl. 29, 
}U ber gegebtnen ©rfe il(jBCD) i^re ergänjungee* E(ßGlS), fo ba^ 
man ^at 

^ GIPjy = 2 gt — ^'ÖJBjy 
^ FCÄ = 2 91 — ^ Fi^Ä^ 
^ FDG == 2 91 - ^ FEG. 

2)ie Sfbbition biefer brei ©leic^ungen giebt 
^ÖM+^FOT+^FI>G=691— (Zß^^+Z^^^+Z^^ö). 

5«un ijt nac^ §. 56 

Z GEH + Z FFiJ + Z FEG < 4 91 

unb > 

folglich, menn man biefen 5Bert§ in bie forige ©leid^ung fefet 

Z GBH + Z FCÄ + Z FDG > 2 91 

unb < 6 91 
!d. }. b. tt). 

Sfnmerfung 1. ®ie brei ©äfce §§. 59-61 muffen wo^I 
beamtet werben, menn man mittfürlid^ SßJinfel annehmen miff, um 
aua benfelben eine breifeitige ®tfe ju bilben. Stimmt man j. 85. 
jtrei SSinfel ju 120^ unb 70** unb nennt ben britten SBinfel x, 
fo ijCii man jur SSepimmung tJon x nad^ htw §§. 59 unb 60 

120' + 70" < 180" + X 
120" — 70" < 180" — X 

b. \). X mu^ jtrift^en 10"* unb 130" betragen. 5«ad^ §. 61 ^at 

man überbieS 

120" + 70" + 0? > 180" 

unb < 540" 

welche aSebingungl ^ier burti^ bie üorigen Ballten fc^on^Don fetbft 
erfiiat mirb. 
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9(nmerfung 2. SBenn matt unter bem Sfufenitiiifel einer 
@dfe ben ^lebenminM einea i^rer SBinfet Derfle^t, wie j. 85. 
2 Ä — ^FDG, ?Jig. 29, fo fann mau au6 ben feeiben legten 
Paragraphen lei^t fc^Iie^en: 

3)er Sfu^enwinfel einer breifeitigen @tfe ifl immer ffeiner aö bie 
Summe unb größer atS bie ©ifferenj ber beiben inneren i^m .nid;t 
anliegenben SBinfel ber @cfe. Ober 

2 Ä — ^ FDG < ^ GBH + ^ FCH 

unb>Zö^^— Z^'C^. 

J)iefer @afe fagt uit^tö wefentlic^ SteueS au8, aber er ifl be- 

merfenömert^ im SBergleit^ mit ^lanim. §. 47. 

§.62. 

ßel^rfa^. 2)te (Summe aller SBinfet einer its fettigen 
@rfe i^ größer a(ö w— 2 mat 2 reifte, unb fleiner ali n mal 
2 rechte SBinfet. 

Ober menn man bie (Summe affer SBinW einer n^^feitigen Scfe 
mit S bejeic^net, fo ift 

S>2n3l — 431 
unb < 2 ngi. 

58 e weis. SJlan conjiruire waii §. 58 bie ®rgänjung8erfe ber 
gegebenen @rfe. 

35a jeber SBinfel ber gegebenen ©de burc^ eine (Seite ber @r= 
gänjungSetfe ju 2 91 ergänjt wirb, fo beträgt. bie (Summe affer 
n SBinfel ber gegebenen @cfe jufammen mit ber (Summe ber n ©eis 
ten ber ©rgänjungSedfe 2ngi. STber bie Summe affer Seiten ber 
©rgänjungöetfe ijl, nac^ §. 56, jmifc^en unb 4 Sft enthalten 5 
folglirf) mu^ bie Summe affer SBinfel ber gegebenen ®cfe grö^ 
als 2 n Jft — 4 91, unb fleiner ate 2 n 91 fein, W. j. b. w. 

STnmerfung. 35iefer Se^rfafe enthält ben Dorigen al8 befon^ 
beren Saff in jt(^. 

§. 63. 

ßrftaruttg- gine @rfe wirb regetmafig genannt, 
wenn i^re Seiten unter jl(i^, fo wie i^re SBinfel unter jld^ 
gteic^ gro^ jlnb. 



42 Stereometrie, 

3ebc ®eite einer regelmäßigen nr^ftitigen @cfe ifl Keiner ala 
— % unb jeber SBinfel berfelben ifl jwifc^en 2 «R — — 91 unb 2 91 

w ' n 

enthalten. 



(fTongrurn; untr fqmmetrifdie ®lfijd||l)rtt trer €(fcen. 

§.64. 

grftärnng. 3mi @rfen werben congruent genannt, 
tt)enn jte fo in elnanber gelegt mxbm fönnen, ba^ fle in 
atten i^ren SSejlanbt^ eilen einanber berfen. 

3tt)ei ©dfen werben f^mmetrif^ g t ei d^ genannt, wenn 
tte nid^t jur JDerfung gebraut, aber mit i^ren ©d^eitet 
jpimften fo an einanber gelegt werben fönnen, bafl bie 
Äanten ber einen @cfe bie $8er(ängerungen ber Tanten ber 
anberen @cfe werben. 

3)ie Unterfc^eibung jwifc^en Songruenj unb fl;mmetrifd)er ®teic^:= 
^eit fommt in ber Planimetrie nic^t t)or, fonbern ifi ber ©tereo= 
metrie eigent^ümlit^. (Sie wieber^olt jtc^ weiter unten bei ben 
^olljebern (f. §. 77). 

9Jlan fann fi^ tJon jWei f^mmetrifc^ gleid)en breifeitigen ®rfen 
baburc^ eine beutlic^e SBorfiettung ma^en, ba^ man eine breifeitige 
(grfe au9 einem weisen, biegfamen ©toffe [jerjlefft unb barauf fo 
umwenbet, ba^ bie Sfußenfeiten ber begrenjenben Sbenen nad) 
3nnen, unb bie Snnenfeiten uaij 9fußen fommen (wie man j. 83. 
btn ^anbfc^u^ ber rechten §anb fo umwenben fann, ba^ er auf 
bie linfe §anb paßt). 3)ie fo entpanbene umgewenbete ®rfe fann 
mit ber urfprünglic^en (Sit im 9(ffgemeinen nii^t jur ©edfung ge^ 
brad^t, woI;I aber fönnen beibe ®tfen in bie oben bejeic^nete ßage 
ju einanber gebracht werben, fo ba^ fte f^mmetrifc^ gteid^ finb. 
S^lur in bem befonberen ??atte, wo bie gegebene ®tfe gteid^fc^enfelig 
ober gleidjfeitig ifl, b. [). jwei ober brei gleidje Seiten [;at, ijl bie 
umgemenbete ®tfe mit ber urfprüngtid^en congruent. 

9legelmäßige Sdfen oon glei^er ®eitenja§I fönnen nur congruent, 
nic^t f^mmetrifc^ gleic^ fein. 

§. 65. 

Sel^rfa^. 3n jieben jwei congruenten unb in Jeben jwei 
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f^mmetrifd^ gleiten @rfen jtnb alle Seiten unb atte SBin- 
Itl bejiel^ungStDeife Qkiä) grofl. 

3um Semeifc bringe man bie beiben ®cfen in bie im üorigen 
Paragraphen bejeidjnete Sage. 9fl9bann lüerben in congruenten 
(Srfen bie Seiten unb SBinfel bejie^ungSföeife jnfammenfaffen, ba^ 
gegen in f^mmetrifd; gleid^en Sdfen merben bie (Seiten unb SBinfel 
bejiel^ungöweife (Sdjeitetoinfel t)on einanber werben. 

§. 66. 

3ufQ^. 3öenn in jirei @tfen atte ©exten unb atte 
SBinfet bejiel^ungöweife gteid^ grof flnb, fo jlnb biefe grfen 
entmeber congruent ober f^mmetrifd^ gtei(j^. 

®8 ifi ni^t notbmenbig, ba^ alle (Seiten unb alle SBinfel 
jweier ®rfen bejie^migSföeife al8 gleic^ erfannt ftnb, um auf bie 
ßongruenj ober f^mmetrifd^e ©lei^fjeit ber Sdfen f^Iie^en ju tön* 
neu. 3n8befonbere bei breifeitigen (Sien fuib im Sfttgemeinen brei 
S3ejlanbt[)eile ber beiben Sdfen au8rei(^enb, unb man fann [jier 
ebenfo 6 gälle ber Songruenj unb ft^mmetrifc^en ®Iei(^§eit nac^- 
meifen, mie man in ber Planimetrie 5 gälte ber Songruenj jmeier 
©reiedfe auftä^tt. 3)o(^ fann biefer ®egen|?anb ^ier ni^t weiter 
oerfolgt werben. 

3u einer weiteren Verfolgung ber S^eorie ber 6dfen wirb e8 
nämli(^ not^wenbig, in ä^nli^er SBeife wie man in ber ^lani5= 
metrie au8 bem (Sc^eitetpunfte eineS 2Binfel9, at9 SJlittelpunft, mit 
beliebigem ^albmeffer einen Äreia confhruirt unb beffen jwif^en 
bie (S^enfel beS SBintetö fallenben Sogen wie ba^ ajtaß be8 
SBinfela betrachtet (^lanim. §. 32), — §ier auS bem (gleitet 
punfte ber ®(fe, al9 SJlittetpunft, mit beliebigem ^albmeffer eine 
Äugel ju conjkuiren unb btn jwifd)en bie begrenjenben ®benen 
ber ®dfe fallenben S^eil ber Äugeloberffäc^e wie ba^ SJla^ ber 
(Sit anjufe^en. *2fuf biefe SßJeifc entfielet- al8 S[Ra^ ber breifeitigen 
edfe ba^ fp^ärif^e ©reiei, unb al8 SJta^ ber me^rfeitigen 
(gtfe baS fp^ftrifcbe ^ol^gon. 2Jlan fe^e bie §§. 166 u. ffgg., 
wo ba^ fp^ftrifd^e 35reiedf unb ba^ fp^ärif^e ^oU;gon ncifjer be- 
trautet werben. 
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SBierter Sfbft^nitt. 




§. 67. 

@rf (Srung. Unter einem ^ol\) tbtx ober e dft g en Ä ö r^ 
per tjerjie^t man Jeben 5ur4 @6enen begrenjten Äörper. 

3)a§ einfad^pe «pol^eber ifl ba§ Sctra^ 
eber, gig. 30, tüeli^eö Dan üier ©benen 
begrenjt tvixb. 5!Jlan fann ca jl^ baburc^ 
entjlanben benfeii, ba^ eine brcifeitige ®de 
.l(ßCI>) bnxä) eine üierte ebene jBCD fo ge:: 
fc^Ioffen wirb, ba^ ein tjofffiänbig begrenjter 
^ 9laum entfielt. SBeniger al6 tJier Sbenen 

fönnen nic^t einen Körper begrenjen. 

§. 68. 

grflSrung. 3n einem ^ot^eber nennt man 

1) bie 35urd^fti^nittStinien ber baö ^otl)eber begrenjen^: 
ben Ebenen bie Äanten beS ^ot^eberSj 

2) bie burti^ bie Äanten beS ^of^ieberS begrenzten ebenen 
Figuren bie @eitenftäd;en beö ^ot^eberöj unb 

3) bie fünfte, in tt^et^en bie Tanten beS ^ot^ieberd 
jufammenjiofen, bie ©dfjjunfte beS ^ot^eberö. 

Sfud^ ip Jeber ©dEpunft beS ^ol^eberS jugteic^ (Sd^eitelpnnft 
einer ®tfe, unb mithin f)at ba^ ^oIt;eber eben fo tjiel ®rfen föie 
grfpunfte. 

35en Inbegriff aller ©eitenpti^en eines ^ol^eberS nennt man 
bie Dberfläd^e beS ^o(^eber9. SBenn man bie ©eitenpd^en 
imter jtd^ jufammen^ängenb auf Rapier, ^appe ac. jcici^net, fo ent*: 
pel;t ba^ Stc^ be8 ^ol^eberS, bnxij beffen 3ufammenbiegung ba^ 
^otl;eber fetbjl bargeflettt werben fann. X)ie Sfnfertigung ber Stefee 
ber unten folgenben befonberen ^Trten Don ^olt^ebern bilbet für ben 
Sfnfänger eine fe^r injhructiDe SBefi^äftigung. 






mexitt Slbf^nttt 
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f§. 69.; 

ßel^rfa^ ftoti ßuler. 3n einem ^ot^eber ijl bie ^n^ 
ja^t 5tr @rfen unb ©eltenp^en iufammengenotnmen um" 
2 größer ai& bie §fnsa^I ber Jtanten. 

Ober: menn man in einem ^ol^ebcr bie Wnja^I ber ©tfen mit 
E, ber ©eitenpc^en mit F, unb ber Tanten mit K bejei^net, fo ip 

£+ F=Ä + 2. 

®emeis. ©6 fei gig. 31 bie 
3ci(^nung eines beliebigen ^ol^eberö. 
3)iefe 3eic^nung fann man fxij fo 
entfianben benfen, ba^ alle Sipunfte 
unb Tanten beS gegebenen ^ot^eberS 
nacb Sfnleitung ber §§. 16—18 auf 
eine @bene projicitt werben finb, 
trelc^e auf feiner ber (Seitenpc^en 
beö ^ol^eberS reti^tminfelig fte^t. *) 
Offenbar entplt bie 3ei^nung eben fo Diel SÄpunfte, f?lä(^en 
unb Äanten, mie ba^ ^ol^eber felbji, fo ba^ bie 3a^len E, F unb 
Ä aud^ für bie 3eid^nung ©ültigfeit behalten, gerner bemerfe 
man, ba^ bie 3eiti^nung bie gefammte Oberfläche bea ^ol^eberS 
in jmei Steilen jur ©arftellung bringt, meiere mit itjrem gemein:^ 
fti^aftlid^en Umfange DEFGHI einanber beden^ ber eine biefer Steile 
(weldier ben bem ?ruge be8 SSef^auerS jugemanbten S^eil ber 
Oberfläche barjlellt) enthält au^er ben Sdfpunften biefeS Umfangcö 
nod^ bie Sdfpunfte A, B, C unb ber anbere (bem 9(uge abgetranbte) 
noc^ bie ©ipunfte K, L, M. 

9^un fann bie ©umme S aller in beiben Hälften ber 3eiti^nung 
enthaltenen ^olljgonminfel planimetrifc^ auf boppelte SBeife 6e- 
|iimmt merben. * 

1) ®S feien n, n , n' ac. bie Sfnja^len ber (Seiten ber einjelnen 
«Polygone ABC, ABED, BCGFE, tt. «Ibann mirb bie gefammte 
SBinfelfumme S aller biefer ^ol^gone auSgebrüdft bur^ 

5 = (2fi — 4 + 2n - 4 + 2n' - 4 + . . .) 91, 



*) S>te 3et(^nung tonnte eben fotool^t au^ eine rein perfpertiüift^e ober na^ 
ber CaDdier s ^erf))ecttt>e ic. entn)orfen fein, n)enn nur @orge getraa^ 
n)irb, baf feine ber Seitenflächen bed 9)o(t^eberd in ber deit^nung {it^ 
eine Stnie rebucirt. 
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ober anij, ba bic Sfiija^I biefer ^ol^gone = F ift, 

5 = [2 (« + « + n ' + . . .) ~ 4 F] «R. 
®8 ip aber bie ^Tnjti^t ber ©eiten aller ^olt^gone boppelt fo 
gro^ al9 bie Sfiijat;! affer Tanten, ba jebe ^ante jtreimal als (Seite 
eines ^ol^gonS jä^It, ober 

fi + n + n" + . . . = 2 TT. 
Solglicf) tüirb 

S = (4Ä~4F)9l. (1.) 

2) gs fei N bie Sfnja^I ber ©rfpuitfte beS gemeinfc^aftfid)eu 

UmfangS DEFGHI-^ JV bie 9fnja^I ber ©dfpimfte ^, B, C, toel^e 

innerhalb ber einen Hälfte ber 3eic^nnng faffen, nnb N" bie Sfn^ 

ja^t ber ®rfpunfte K, L, M, meiere inner[;alb ber anberen §älfte 

ber 3eic^nnng liegen. SflSbann erhält man, ba um jeben ber 

«punfte A, B, C, k, L, M bie SBinWfumme 4 31 beträgt, bie 

gefammte SBinfelfummc S auSgebrüdft burrf) 

fi[ = (2iV — 4 + 4iV' + 2iV — 4 + 4iV")gi, 
b. i. 

s := [i (N + rr + N") ^ 8]fst. 

Sfber es i|? 

jv 4- if + ]v" = jb, 

folglidj wirb 

S = (4 JE — 8)31. (2.) 

SluS ber 3ufammenfleffung tjon (1.) unb (2.) folgt 

4£ — 8 = 4Ä — 4F 

woraus 

E+F=K+2 
lü. j. b. tt). 

9fnmerfung. tiefer 8e§rfafe würbe juerfl üon ßeon^arb 
@uler, einem ber größten 9)lat§ematifer beS vorigen 3a^r§unbertS 
(gep. 1783), aufgeflefft. 3)er ^ier gegebene SBemeiS* ifl im SSefent^ 
ticken bem SSemeife tjon (Steiner nai^gebilbet. 

@S ip übrigens ju bemerfen, ba^ ber ße^rfafe tjon ®uler ni^t 
fftr äffe ^ol^eber of;nc SfuSnafjme gilt, bod^ jtnb biefe STuSnatjmen 
öon folc^er Statur, ba^ fte in ber gewöhnlichen (Stereometrie nie:= 
malS jur ^Betrachtung fommen. (S^on bie Planimetrie i|? ge- 
höt^igt bei ber ^Betrachtung ber ^olt^gone ä^nlic^e SfuSna^men ju 
ma^en, felbp wenn fie berfelben nic^t auSbrüdüc^ erwähnt. (So 
werben bie meiflen planimetrifd^en ßebrfäfee über ^oIl;gone ungültig 



SBiertei ^(»fc^nttt. 47 

für folc^c ^ott;9one, mel^e im 3nnern einen burc^ einen befon- 
beten Umfang auögefc^toffenen Iceren JRanm jeigen, f. 9. ringst 
förmige ^oIl;gone*)^ nnb ebenfo mn^ bie (Stereometrie üon i[;ren 
Betrachtungen au8nef;men: 1) ^oU)eber, meiere ringförmige ^oll)^ 
gone ju (Seitenpc^en I^aben^ 2) ^oIt;eber, meiere ringförmig burc^s 
bro^en fmb^ nnb 3) ^of^eber, weldje im 3nnern eine bur^ eine 
befonbere Dberpc^e begrenjte §ö^Iung beftfeen. S^iejenigen ^0= 
Iljeber, für wel^e ber ße^rfafc t>on ®uler gültig i|?, pflegt man 
©uler'f^e ^ol^eb^r ju nennen, unb jie jinb eS allein, bie in 
ber Stereometrie -jur 83etra(^tung fommen. 

§.70. 

ßel^rfa^* S)ie «Cnja^t atter • SSinf et , mli)t bie Obers: 
•fläd^e eines §3ot^eberö enthält, ifi bo^ett fo grof ats 5ic 
STnja^t aller Tanten beö ^of^eberS. 

Ober: SCBenn man in einem ^ol^eber bie Sfnja^I ber SBinM 
feiner Oberfläche mit W nnb ber Tanten mit K bejei^net, fo ifl 

W = 2 K. 

S3eft>ei8. 3n jeber ©eitenpc^e beS ^ol^eberS ip bie Sfnjal^I 

ber SBinM eben fo gro^ wie bie Sfnja^I ber (Seiten. ?fber bie 

Sfnja^l ber (Seiten atter (Seitenwagen i|? boppelt fo gro^ als bie 

Sfnja^I aller Tanten beS ^ol^eberS, meil Jebe Äante jweimal alö 

(Seite einer ©eitenpc^e jä^It. Solgli^ gilt baSfelbe auc^ tJon ber 

?fnjat}I aller SBinfel, meldte bie DberflÄ^e be§ ^olt^eberS enthält > 

ober eS ifl 

W=2K, 

tv, j. b. tv. 

§.71. 

Aufgabe. ®ie Srnja^t 6er ©tfen E mb Äöntcn K 
alter ^ot^eber ju befümmen, tvdi)t eon einer gegebenen 
STnja^t tjon ©eltenftäi^en F begrenjt werben. 

9fuf[öfuiifl. 1) SfuS §. 69 folgt 

K — E = F—2, (1.) 



*) SI(« aSeiftiirl fleKt man fic^ iit %läd)t »on S)nitf((lanb mit autfi^Iuf itr 
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mel^e ©leit^img le^rt, ba^, mcnn F gegeben ijl, bie beiben Un^ 
Ufannttn K unb E unter ji^ eine beflänbige ©ifferenj bilben, 
beren 5Bert^ = F — 2 ip. 

2) J)a iebe ©eitenpc^e minbejtenS 3 SBinW l)ai, fo ijl 

Tr> 3F, 

woraus mit 3ujie^ung üon §. 70 folgt 

K>\F. (2.) 

(Subtra^irt man ^iertjon bie ©leii^ung (1.) fo erhält man 

£>XF+2. (3.) 

X>ie beiben 9fu6brüdfe (2.) unb (3.) geben bie unteren ®ren:= 
jen aller SBert^e ber beiben Unbefannten K unb E. 3)iefe unteren 
®renjen felbfl, | F für K, unb \F-^2 für E, finben |?att, menn 
ba6 ^oIl;eber t>on lauter ©reierfen begreujt wirb. SOtan fte^t aber, 
bci^ biefer Sali nur für ein gerabeö F eintreten fannj bagegen 
«Pot^eber t)on einer ungeraben Sfnja^t üon Dreieien begrenjt jtnb 
unmöglich. 

3) 2)a iebe grfe menigftenS 3 SBinfel ^a\, fo i|? 

Tr> 3 F, 

woraus mit 3ujie^ung üon §. 70 folgt 

ir>fF. 

SSringt man biefe Unglei^ung auf bie gorm 2 K — 3 ß > 0, 
unb eliminirt F au8 it;r unb ber ©feic^ung (I.), fo erhält man 

F < 3 F - 6. (4.) 

gliminirt man bagegen K, fo ergiebt fi^ 

E < 2 F - 4. (5.) 

X)iefe beiben 9fu8brüdfe (4.) unb (5.) geben bie oberen ®ren= 
jen aller SBert^e ber beiben Unbefannten K unb F. 35iefe oberen 
©reujen felbjl, 3F — 6 für F, unb 2F — 4 für F, finbet ffatt, 
wenn ba^ ^ol^eber lauter breifeitige ©den enthält, wa9 immer 
möglich ift. 

83 eif fiele. SJlan benennt bie ^ol^eber im Sfllgemeinen, fo 
lange nid^t eine ber weiter unten fotgenben befonberen a3enennun:= 
gen eintritt, nac^ ber Sfnja^I i^rer (Seitenflächen: Setraeber, 
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fpentaeber, §ej:aeber, ac. (beutfc^: 58ierf[ac^, günfflad^, ®ti)Q^ 
iiaäif 2c.). 

Sür baS Setracber ifl F=4, mithin er^t man Ä -£ = 2, 

urib 

Ä = 6, £ = 4 

inbem fomol^I für K afs für JS bic oberen unb unteren ®renjen 
jafammenfatten. ®ö giebt alfo nur ®in ^etraeberj baSfelbe wirb 
tion lauter X)reietfen begrenjt, unb ^at lauter breifeitige (gtfen. 

?5är baö «pentaeber ijl F=5, mithin K — E = 3, unb 

/r = 8, JE = 5 
ober üC = 9, JE = 6. 

(gö giebt alfo jmei ^entaeber. 5Wur baS jweite ^at lauter breifeitige 
©dfen^ bagegen feinS üon beiben ^at lauter S)reiedfe ju ©eiten^ 
ffät^en. 

?5ür ba8 §ej:aeber ijt F=6, unb mau er^t Ä — £ = 4, 
unb ^•»^^« • '^'^ ^ 



K= 9, £ = 5 ;^ ^ J^^ 
ff=10, £ = 6 ».^iUZ, 



ober A = lu, n = ü iF. f -^ 
ober ÜT = 11, £ = 7 ^,4 ^ /- V 
ober Ä = 12, £ = 8. ;^ A j</^. ^^ 

SSon biefen üier ^ejraebern ^at baS erjle lauter S)reietfe ju (Seiten^ 
fläd^en, unb i>Oi^ Ie|te lauter breifeitige ®dfen. U. f. f. 



3ttfa^* S)ie SCnja^I n ber i;erf(j^cbetten ^ol^ber, meldte 
ton einet gegebenen Sfnja^t t)on ©eitenpd^en F begrenjt 
»erben, beträgt 

3 /'''— 10 

n = — ^ — ^ pit ein gerabeS F, unb 

n = — ^ — für ein ungerabeö F. 

SJlan finbet biefe 3a^Ien, wenn man bit untere ©renje tjon K 
unb £ im üorigen Paragraphen für ein gerabe6 F um 1, für ein 
ungerabeö F um | üerminbert, unb barauf i)on ber juge^örigen 
oberen ®renje fubtra^irt. 

SBeifpiele jle^e ben oorigen ^aragrapl^en. 

9Bittflein*8 e(em.*anat^ematir U.S8b. 2. «Tbt^. 4 
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@rflarung* Unter einem reg etmÄf igen ober ^(a=: 
tonif(^en Äör|)er tjerjte^t man ein ^of^eber, beffen 
®eitenP(^en regelm&fige ^of^gone Don einerlei ©eitenjal^C 
unb beffen Srfen regelm&fig imb congruent jinb. 

ajtit ben regelmäßigen Körpern f)abtn fidj bie griec^ifd^en SJtatl^e:? 
matifer, tjorneljmlic^ auS ber @d^ute ^latonS (u. C S^eätet), üiel 
bef^äftigt, obtoo^I jle auc^ ft^oii ben ^t;t^agoreern nid^t unbefannt 
ttaren. @ie bilben bm ©d^Iuß ber ©temente ©uflib'S^ man will 
fogar behaupten, ba^ ®uHib feine ©lemente nur ju bem 3tT3e(fe 
gefd^rieben ^abe, bie ®igenfc!^aften ber regelmäßigen Ä'örper ju be^^ 
weifen, heutiges Sageö wirb oon biefen Ä'örpern wenig ©ebraud^ 
gemad^t. 

, • §• ^^- 

Sel^rfa^. @S giebt nur fünf regelmÄfige Äör|)er) nÄm^^ 
lic^ ein regelmÄfigeS SCetr aeb er, ^ejcaeber, Dctaeber, 
©obefaeber unb Sfofaeber. 

83 e weis. 1) SBenn mau al9 (Seitenflächen gleic^feitige iDreiedfe 
nimmt, fo ^at man mit ^Beibehaltung ber ffiejeid^nungen ber 
§§. 69 unb 70 

unb wenn man ferner an jeber ©de 3 fotd^er 3)reie(fe jufammen^j 
flettt, fo f^at man außerbem 

W=3E. 
S)iefe beiben ©leidbungen mit 3ujie^ung ber beiben ©leid^ungen ber 
§§. 69 unb 70 geben 4 ©teic^ungen mit 4 Unbefannten, auö benen 
man leidet finbet 

Ä = 4, F=4, K = 6, Tr= 125 
mithin ijl ber entflanbene Äörper, wegen F = 4, ein regelmäßiges 
Setraeber. 

2) aCBenn man als ©eitenflät^en gleic^feitige 35reie(fe nimmt, unb 
an jeber @(fe 4 fotd^er iDreietfe jufammenjlellt, fo ^at man 

TF=3F, W=iE. 
35arau8 folgt wie oor^in 

E = 6, F=8, ür=12, Tr=24j 
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mithin ijl ber entjlanbcne Äörpcr, »regen F = 8, ein regelmäßiges 
Octaeber. 

3) SBenn man als ©eitenpc^en gleid^feitige 2)reietfe nimmt, unb 
an ieber ©de 5 folc^er 3)reiedfe jufammenjlent, fo f)at man 

W=3F, Tr=5JB. 
^Daraus folgt trie oben 

E = 12, F=20, ir = 30, ff =60^ ^ 
mithin ifl ber entftanbene Äörper, wegen F = 20, ein regelmäßiges 
3fofaeber. 

3Jte[)r als 5 gleic^feitige 35reietfe fann man nid|t ju einer ffitfe 
jufammenfletten, wegen §. 55. 

4) Söenn man als @eitenfläd)en Cluabrate nimmt, unb an jeber 
Srfe 3 Cluabtate jufammenjleHt, fo erl^ält man 

TF=4F, W=3E, 

woraus wie oben 

F = 8, F==6, K=12, Tf=245 

mithin ifi ber entflanbene ^'dxptt, wegen F = 6, ein regelmäßiges 
$ej:aeber. 

SJle^r als ä Cluabrate fann man nid^t ju einer ®dfe jufammen^^ 
flellen, wegen §. 55. 

5) SBenn man als ©eitenpc^en regelmäßige Sünfctfe nimmt, unb 
an ieber (Sit 3 folc^er ?5ünfe(fe jufammenflettt, fo erhält man 

TF=5F, lf=3£, 

woraus wie oben 

F = 20, F=12, K = 30, Tf=60} 
mithin ifi ber entftanbeue Äörper, wegen F= 12, ein regelmäßiges 
3)obefaeber. 

ajte^r als 3 regelmäßige Sünfedfe fann man nid^t ju einer ®tfe 
jufammenflellen, wegen §. 55 5 unb eben fo wenig, aus bemfelben 
©runbe, regelmäßige ^ol^gone üon me§r als 5 (Seiten. Solglit^ 
ijl bie gleite ber regelmäßigen Äörper bamit gefc^lojfen, w. §. 6, w. 

§. 75. 

^rflärung* Unter einem ^albregelmäfügcn ober 
S(r(]^imebifc^enÄör|)er tjerfte^tman ein ^ol^eber, bejfen 
©eitenpd^en regelmäßige ^ol^gone, \tboä} nic^t f&mmtlid^ 
Don gleid^er ©eitenja^t, unb beflfen @rfen congruent jlnb. 
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^Iciij bem IBeri^te fceS ^appuö ifl Sfr(^imebe8 ber ©rfinber bicfer 

§. 76. 

Sel^rfa^. (?in Sfri^imcbif^er Äötper fann ju ©eitm^^ 
pd^en nic^t me^r aU 3 tjcrfd^iebcne Strien reßelrndfiöer 
^ol^flonc f)aUn. 

83c weis. SBenn ber Äörper 4 oerfd^iebene ?frten üon (Seiten- 
pd^en enthielte, fo müßten an jeber ©tfe jum minbejlen jufammen^ 
flogen: ein gteid^feitigeS S)reietf, ein Quabrat, ein regelmäßiges 
günfedf unb ein regelmäßiges ©ec^Setf. 3)ie (Summe ber (Seiten 
einer fold^en ®dfe milrbe aber bem §. 55 lüiberfpredjen. 

ajlit^in fann ein Sfrdjimebift^er Äörper ^ö^jlenS 3 üerfdbiebene 
?rrten oon (Seitenflächen entl^aiten, m. j. b. m. 

9fnmerfung. ©S giebt 12 «frc^imebift^e Körper mit 2 Sfrten, 
nnb 3 Sfrd^imebifc^e Körper mit 3 §frten üon ©eitenpd^en. X)ie 
Sfuffud|ung biefer Äörper bietet eine jmetfmäßige Ucbung bar, welche 
\tboii etwas fc^wieriger ifl, als bie Unterfuc^ung beS §. 74 (fte^e 
§ ein je: bie ^albregelmäßigen Körper. (Sötten 1868). 

(Sine ä^nlit^e Uebung bilbet bie ?fuffu^ung ber fR^omboeber, 
b. f). ^ot^eber, wetd^e üon lauter congruenten Strombett als (Seiten= 
pc^en begrenjt werben. 

(tTongruen} un))r ftimmetrifdie (Sletc^liett \ftx polqe^rr. 

§. 77. 

@rftfirung. 3^ti^ötptx werben congruent genannt, 
wenn t^e fo in einanber gelegt werben fönnen, baf jie in 
atten i^ren aSejtanbt^eilen einanber berfen. 

3it)ei ^bxptx werben f^mntetrifi^ QUO) genannt, 
wenn fle nic^t jur ©erfung gebrai^t, aber in ein ®tra^Ien:= 
f^jtent auf Derfc^iebene ©eiten beS @tra^len|)unfte3 fo 
gelegt werben fönnen, ba^ Jeber (Strahl burc^ bie Dber^: 
^&^m beiber Äör<)er in gleiten Slbpnbm Dom .©tra^len^^ 
i^unfte gefc^nitten wirb. 

2Jlan tjergleic^e §. 64. 

Äörper, welche nid^t congruent, fonbern nur ftjmmetrifd^ gleid^ 






\ 
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fiub; fommcn in ber Statur unb in ben fünften fe^r häufig cor. 
S)cr mcnfd^Iid^e Körper fann burcfj eine Sbenc in jmei f^mmetrift^ 
gleid)e §ä(ftcn getljcilt merben, nnb inabefonbere geben bie beiben 
§änbe ein fe^r anfc^auIid^eS 83ilb tion jmei ftimmetrifc^ gleichen 
Körpern. ®in Sifd) fann burd) eine (Sbtm in jmei congruente 
§älften, ein ®tnl)l bagegen nnr in jwei f^mmetrifc!^ gleiche §älften 
jerlegt merben. ®in Äörper nnb fein ©piegelbilb in einem ebenen 
(Spiegel fmb in ber 3legel ft)mmetrifd| gleich, fetten congtuent. 

U. f. f. 

SBiH man jmei f^mmetrifcfj gleite ^oIl;eber ^erjlenen, fo jeit^ne 
man jireimal ba& 3lt^ eine8 ^ot^eberS, unb biege beibe ?te^e fo 
jufammen, ba^ baQ eine SJtal bie eine ^läijt, baQ anbete SJtal bie 
anbere ?5Iäc^e beö 5yie^e8 na^ außen fommt. 3)ie fo entpe^enben 
^ol^eber fmb im Sfügemeinen fljmmetrifc^ gleid|, feltener congtuent. 
35a8 ßefetete tvixb ftc^et üetmieben, menn man baS ju jeic^nenbe ?tefe 
fo eintid^tet, baß itgenb jtt)ei cottefponbitenbe ©den beibet ^ol^ebet 
ftimmettifc^ gleic^ metben muffen (f. b. ?fnm. ju §. 80). 

9fnmerfung. 35ie ©tftätunq be8 ©tta^tenf^flemS bleibt 
l^iet tt)öttUc^ tt)ie in bet ^lanimettie §. 201, nut mit SBegfatt bet 
bottigen flittfc^ttjeigenben SSefc^ränfung auf eine ©bene. 

S)et ©tta^tenpunft füt bie beiben ftimmettifd) gteid^en Äötpet 
fann nic^t nut außetl^alb, fonbetn auc^ innet^alb betfelben obet 
in itgenb einem fünfte i^tet Dbetpd)e, j. 33. in einem gemein- 
fc^aftti(^en ©tfpunfte liegen. 

§. 78. 

Sel^rfa^* SBenn jtüei ^of^eber, mlä)t nii^t congtuent 
flnb, fo jU beiben Seiten einer ®bene gelegt ttjerben fön:^ 
nen, baf bie ^rojectionen jeber jtüei cotrefponbirenben 
©rf^unfte auf biefer ©bene jufammenfatten unb bie pxo\i^ 
cirenben ßinien Jeber jn^ei correfponbirenben ^äpunttt 
Qltiö) lang fmb, fo fmb bie beiben ^ol^eber f^mmetrifc^ 
gleich . 

83 e weis. ®S feien A unb B, ^ig. 32, itgenb jtoei cottefpon:= 
bitenbe ©tfpunfte jmeiet ^ol^ebet, meldte jut Sfbfütjung mit (A) 
unb (B) bejeic^net wetben mögen. X)tefe ^oli^ebet liegen ju beiben 
(Seiten bet (Sbene PQ fo, ba^ tJon jeben jttjei cottefponbitenber 
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5<ö. 82. gtfpunfteii A mb B bie ^er=^ 

penbifet AC mb BC auf bie 
®bene PQ gleit^ lang jinb unb 
benfelben ^unft C biefcr ©bene 
treffen*). So ifl ju betreifen, 
ba^ bie beiben ^oltieber {Ä) 
unb (Ä), weldie at8 nid)t con^ 
gruent üorauSgefefet trerben, 
fl;mmetrif(^ gleich fmb. 

2Jlan nel)me in ber ®bene PQ 
einen beliebigen ^unft M an, 
errichte in bemfelben auf ber 
@bene FQ einen ^erpenbifel XY, unb bre^e um biefeS ^erpenbifel 
Wie um eine Sft^fe ba^ ^ol^eber (B) fo treit, ba^ jeber ®(f^ 
punft B beSfetben einen §albfreiö BFD befc^reibt, unb bamit ba^ 
^ol^eber {B) mi) (D) gelangt. 35er S)urd&meffer BD eineö itbtn 
alfo bef^riebenen §aIbfreifeS wirb burd) bie ?fc^fe XY in E x^ijU 
WinMig burd^fc^nitten unb ^albirt^ folglich ijl, inbem man CM 
jie^t, auö Planimetrie §. 211 ju erfennen, ba^ bie brei «punfte 
Ä, M, D in geraber ßinie liegen müjfen, unb auö ^tanim. §. 206, 
ba^ MA = MD ift. 35a nun baSfelbe üon jeben jmei correfpon^ 
birenben gdfpunften ber beiben gegebenen ^ol^eber gilt, fo werben. 
Wenn man M wie ©tra^Ienpunft anfielt, beibe ^ottieber burt^ 
ba^ angezeigte Sßerfa^ren in bie burc^ §. 77 geforberte Sage ju 
einem ©tra^lenf^ijleme gebracht, unb jinb mithin f^mmetrifc^ gleid^, 
w. j. b. w. 

SJtan üergleid^e hiermit nochmals bie im §. 77 gegebenen erläus= 
ternben 83eifpiele. 

§. 79. 

Sel^rfa^. 3tvn ftjmmetrifd^ gteii^e ^ot^eber fönnen 
immer fo ju beiben ©eiten einer ^itnt gelegt werben, baf 
bie ^rojectionen Jeber jwei cortefponbirenben Srfpunfte auf 
tiefet @bene jufammenfallen unb bie projicirenben ßinien 
Jeber jwei cotrefponbirenben ©rfpunfte gfeid^ lang jinb. 

*) Die Sluffoffung ber gigur »irb erleichtert, »enn man ^6} PO »ie eine 
fpiegelnbe ibene, etma »ie bie Oberp^e eineö jlittjle^enben SaJajferö benft, 
fo baf (B) toie hai <S))ie0eIbt(b Don (i4) erfc^eint. 
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(Umfeljrung beS vorigen ße^rfa^eö.) 
S)er aSeweiö fann birect miebcr an fjig. 32 geführt tottbtn. 

Sfntnerfung. ajtan fagt tjon jtrei Äörpern in ber ßage tüic 
(il) unb (J?), gig. 32, fic liegen f^mmetrifd^ in SSejie^ung 
auf bie ©bene PO. S)iefer Sfuöbrudf ijl in üerf^iebenen Äünjlen 
(namentlidi ber 83aufunfl) im ®ebraud|, unb üon ba ijl ber SSegriff 
ber fl;mmetrif^en ©leit^^eit in bie ©tereometrie gelangt. SSei ben 
griec^ifd)en SJlat^ematirern jxnbet fxij biefer SSegriff nod) nic^t. 

§.80. 

Sel^rfa^. 3n ieben jmel congruenten ^ol^ebern jinb 
beiic^ungsmeife alle Tanten glci(^, attc ©eitenpd^en ton^ 
gruent, unb alle Srfen congruent. 

3n jeben jtt)ci f^mmetrifi^ gleid^en ^ol^ebem jinb bc^ 
}ie^ung6tt)eife alle Tanten glei^, atte ©eitcnfläd^en coti:: 
gruent, unb bie @rfen im STttgenteinen f^mmetrifd^ flWd^, 
inbem einjetne ©rfen anä) congruent fein fönnen. 

3um aSemeife bringe man bie congruenten ^oU;eber jur Xieifung, 
bie ft)mmetrifd| gleidjen ^ol^eber bagegen in ein ©tral^Ienftjjlem, 
nac^ §. 77, ober auc^ in ft;mmetrifc^e ßage, nad^ §. 79. 

Sfnmerfung, Söenn bei jioei ^oIt;ebern ein 3tt)eifel barüber 
entfielt, ob fte congruent ober ftimmetrifc^ gleidi fmb, fo läßt fwj^ 
biefer 3toeifeI leicht nad^ bem oorjle^enben ße^rfafee entfc^eiben. 
©obalb nämlidi alle correfponbirenben ®tfen beiber fpol^eber con« 
gruent fmb, Mnnen aud| bie ^ot^eber nur congruent fein. ?finben 
ftc^ aber in beiben ^oU;ebern irgenb jtoei correfponbirenbe Stfen, 
n?etc^e fl;mmetrifd^ gleich ftnb, [o Wunen auc^ bie fpott;eber nur 
f^mmetrifc^ gleidj fein. 

:?lei|nlid|krit un))r ft)mmetrifd|r :?lri|nlid|krtt tftt poilje^er. 

§.81. 

@rflärung* 3tvt\ ^bxptx mvbtn ä^nlid^ genannt, 
tvtnn jie in ein ©tra^Ienf^fiem auf einerlei ©eite be3 
©tra^lenpunfteS fo gelegt ttjerben fönnen, baf alle ©tra^^ 
ten burc^ bie Oberflä^en beiber ^bxptv in gleichen 95er^ 
^dttniffen gefc^nitten tpetben. 
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3tt)ci ^bxptv werben f^tnmetrifi^ d^nfic^ genannt, 
tütnn fit in ein ©tra^tenf^ttem nic^t auf einerlei @eite, 
fonbem nur auft?erfc^iebene ©eiten be6 ©tra^Ieni^unfteS 
fo gelegt werben fönnen, baf berfelfce @rfo(g eintritt- 

2Jtan tjcrgleid^e §. 77, unb ^lanim. §. 226 nebjl ber baju ge= 
gcbenen Sfnmcrhmg. 

§. 82. 

Sel^rfa^. 3n \tbm jwei ä^nli^en ^ol^ebern fielen 
beiie^ungöweife atte Tanten in gleiten SSer^ältniffen, atte 
©eitenp^en finb ä^nli^e Figuren, unb alle @rfen con:= 
gruent. 

3n \tbtn jwei f^mmetrifc^ ä^nli^en ^ol^ebem fielen 
beiie^ungsweife alle Äanten in gleichen SSer^ältniffen, alle 
©eitenfld^en finb ä^nftc^e f?iguren, unb bie ©dfen im Ms 
gemeinen f^mnietrif^ gtrt^z inbem einjetne ©rfen auc^ con^ 
gruent fein fönnen. 

3utn 83 e »reife bringe man bie beibeii ^ott^eber naij bem vorigen 
^aragrapl)en in ein ©tral^tenfljjlem. 

3nt)alt0gleid|i|eit in poltjeirer. 

A " §. 83. 

^rflärung* Sebe Sbene, wel^e burc^ eine ^ank unb 
eine ©dfe (ober, fattS bieS mögli(^ ift, burti^ jwei Äanten) 
eines ^of^eberS gelegt wirb, o^ne Seitenfläche beS ^ol^= 
eberS ju fein, wirb eine ®iagonaU6bene genannt 

3ebe anbere @bene, welche bur^ ein ^ol^ieber gelegt 
wirb, ^eift eine SranStjerfaUgbene be6 ^ol^eberS* 

83eibe ©benen gemeinfc^aftlicf) Reifen aui) S)ur^fd^nitt8=^ 
ebenen ober ® c^nittebenen. 3ebe folcfje (Sitm bringt eine 
S)urct)f(^nitt8figur ober ©^nittfigur ^eroor, beren Umfang 
in ber Dberf[äd)e beS ^olt;ebcr8 liegt, unb wtlijt mit aSejieljung 
auf i^ren ?51äc^enin]^alt au(^ ^urc^fc^nittsfläc^e ober @dE|nitt== 
fläche genannt mirb. 

§. 84. 

@rflarung* 3wei Mxptx werben in^altsgleii^ ge=: 
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nannt, mnn in Uibtn Mtpzxn jebe jirei einer gemein^ 
fc^aftlic^en ®bene paxaMt ©urc^f^nittsflä^en, in gteid^en 
STfefiänben Don biefer Sbene genommen, in^attsglei^ jinb* 

@ie werben ferner in^altögleid^ genannt, tütnn fle burc^ 
STbbition ober ©ubtraction üon ^bxpzxn, beren Sn^alfö^ 
gteic^^eit f^on erfannt ijl, jufammengefefet tperben fönnen. 

3ur ©rläuterung bcö erjleti S^^eileS biefer ©rflörung betife man 
fi^ 5ie beibeu Körper biird) ©beiien, trelc^e ber , gemeinfd|aftTi(^cn 
®bene paraM fmb, in \tljv biinne, jeboc^ nnter jid) gleich bitfe 
®d)ic^ten jcrlegt. 3ebe folc^e ®ij\ä)t tamx angenätjert, inbem 
mau tjon i^rer 3!)itfe abfielt, tüie eine planimetrifc^e Sigur ange- 
fe^en merben, SBenn nun biefe ©c^idjten einjetn genommen in- 
^altSgleic^ ftnb, fo müjfen auc^ bie (Summen berfelben b. i. bie 
'Körper felbjl in^attSglei^ fein. 

9Iuf ©runblage biefer ©rflärung mirb bie Sn^altöberec^s 
nung ber Körper auSgefül^rt, unb jmar ^ier junäcfjjl bie ber ein:= 
fac^jlen ^ol^eber: ^riöma, ^^ramibe unb ^riSmatoib, mlijt btn 
planimetrift^en ??iguren: Parallelogramm, 3)reiedE unb S^rapej 
entfpred^en. 2)a man eS bei biefer Sfnmenbung in ber Siegel mit 
Körpern oon gleichen ©runbpdjen unb. gleichen §ö^en (f unten) 
ju t^n ^at, fo !ann für biefen Satt bie obige SrHärung einfad)er 
fo auSgebrüdEt merben: 

3itei Körper Don gleid)en ®runbfläd|en unb gteid^en $ö^en 
jlnb in^altSgleidi, menn in beiben Äörpern jebe jmei bm 
®runbflad|en parattele 3)urd^fc^nittöp(f)en, in gleichen §ö^en 
genommen, in^attSgleid^ fmb. 

3n biefer Sorm tvixb bie ©rflärung unten loieberliolt jur ^fn^ 
wenbung fommen. 

§. 85. 

3ufa^* Sebe jtt?ei congruente unb jebe jtDei f^mmetrifd^ 
gleite ^ol^eber jinb in^altSgleiti^. 

35enn bie Snl^altaglei^r^eit ber 35ur(^fc^nitt8fläcf)en folgt für 
congruente ^ol^eber au8 ber (Dedfung, für f^mmetrifcf) gleid^e ^-^ 
Itjeber bagegen entmeber au8 §. 77, inbem man bie gemeinfd 
lid^e ©bene burc^ ben ©tra^Icnpunft legt, ober auS §. 79. 



4- 
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-»^ 



Da^ Prisma. 

§.86. 

grfläning- ©in grient a ifl ein ^ol^ebcr, tüd6)t9 t)on 
jtDei paxaUdtn unb congruenten ^.ol^iflonen a(6 ©runb^ 
flächen, unb fo tnel ^araMogrammen als ©eiten^ 
flächen, tt?ie jebe ®runbp(^e Seiten ^at, begrenit tüirb. 

©ie ^ö^e bee ^'rtSnta ijt ein ^er|)enbifel {tpift^en feinen 
beiben ©runbpd^en. 

3)aS ^riöma ^eißt brei:», üier-, fünffeitig ac. nad) ber ^i\^ 
iai)l ber ©eitert ber ©runbfläd^en. 

3ebe ^ante, meiere ^trei ®dfpunfte ber beiben ©runbfläd^en üer^^ 
binbet, mirb eine ©eitenfante beS ^riSma genannt. 

Sfnmerfung. S)aö Söort „©eitenpc^e" njirb njie f^m bei 
alten ^ol^ebern, tüelc^e Orunbfläc^en ^aben, nic^t in ber bis^eri^ 
gen allgemeinen 83ebeutung, fonbern immer nur fo gebraucht, ba^ 
e9 bie ©runbfläd^en auöfdjiieft. X)ie gefammte Oberfläche eine6 
fpriSma befielt bemnac^ aus ben ©runbftäc^en unb ben ©eiten^ 
flächen jufammengenommen. 

§. 87. 

^ftärung. (Sin g er ab es g)riSma ifl ein ^riSnta, 
ybeffen ©eitenfanten rc^trt)infelig auf ben ©runbpc^en 
flehen. 

3)ie ©eitenPä(^en eineS geraben ^riSma ftnb Stec^tetfe, unb bie 
©eitenfanten beSfelben ber §ö^e beö ^riSma gleid^. 

§.88. 

^rflärung. ©in regelmdfigeS ^riSma ifl ein 
^ gerabeS ^riSnta, bejfen ®runbp(|en regclm&fige ^ot\)^ 
^ gone jinb. 

§. 89. 

grflarung. ®in ^araltetei^ipebon ifl ein ^risnta, 
Jcbeffen ©runbpd^en ^aratlelogramnte jinb. 

35a8 ^araHelepipebon mirb alfo üon fec^S Parallelogrammen 
begreujt. 



grFIiirung. 6in gerabes ^atalitUpiptbon ifi y"" 
rin ^avaMepiiptbon, fceffen ©Eitenfantcn rei^treinfefig auf 
btn ®tun6fläd|£n ftc^en. 

§. 91. 

@rFlarung. (Sin rci^troinfEtigtS ^arotteUpi= ^'" 
ptboti i(i rin flEtafctS ^atattelepiptbon, feeflim ®tunb= 
flauen StEt^terfe pni. 

XtaS re^tmintelige ^ovallriepiiJiEioii Witt) nlfo Don feii)B 3lEct)t= 
eifon begtftijt. 

§. 92. 
@rf[drung. ®in 9Bürfet obet gut>u8 ifi rin rechts ^x. 

tenflÄc^en Ouabrate (Infe. 
J)fr SBÜrftl ijl einerlei mit bem tegelma^igen §ej:aebEr (§. 74). 



Befjrfati. 3n rinem ^riflma ift \tbt btt @runbf(ä^c 
parallele ^utc^fi^nittäflgut ber GJrunbfläi^e congrumt. 



SSotnu6fe(}unfl: 

ABCDEFGHIK ein ^riSma, 

abede |] ABCDE. 

^olgerunfl: 
abcde = ABCDE. 



aSeroeia. maäi §. 39 ift 

ab |] ^£, &c [[ BC, cd II CI>, lt. 
unb baxaaB mij ^(untm, §. 97 

ab = AB, bc = BC, eä^C 
unb mit §■ 26 

^abc = ^ ABC, / 




ID. j. b. to. 



abcde = ABCBE 



J- ßeljrfofe. Prismen uon gteic^en ©runbffä^en un& 




Sßotnuefetsiinff: 

ABCBE = FGH 

MR = OS. 

Sotgeriing: 
ABCDK1KLMN= FGHOPQ. 



ffltioftS. gjlaii flelfE bie 6ribtn fpriamen mit ben ®tun&fl(i(^en 
-IßCBE unb Fan, 1510. 34, diif bie . gemeinfi^aftU^E EBene TV, 
uiib legt in einer beticbigtii |iö^e fir = Ss burifi beibe spriSmen 
eine jiüeite Ebene VW || Tf, welije tiefe ^riSmen in beii Xnir(^= 
ft^nittsfiguieti abcde unb /j/A f^neibet. Msbann ifl iiiii^ 5em 
torigen Paragraphen 

abcde = ABCDE, fgk = FGff, 
iinb nn(^ ber SBoMnefEljnng 

ABCBE = FGH, 

abcde = fgh. 
'X)a biefet @i^Iii^ filt jebe belitbifle §Öf)e 5et 3)ur^fi^nittee6tne 
VW über ber gemeinfdjnftli^en gbene TU gilt, fo pnb nadj §. 84 
bie beiben priemen in^altSgleii^, m. }. B. K. 



grfifirung. ©inen ÄiJrper meffen ^eift: ®w Sfnja^t 
t)on @iiit)Eiten unfe S|)Eittn 6er ©tn^eit angeben, toeli^E in 
bem Äörpet enthalten ift. 

§(t0 ©in^ett ber JtörpErmefung ttitb ein SBürfet ober 
6ubu9 angenommen, beffen Äante gleich 6er gEge&men 
Sängen s gin^eit i(i. 



miitn übf^nttt. 61 

(So mi^f mall Äörpet mit Subiftutljt, Subif^if, EubifjoH, wo 
fcie Sangen mit Sltut^e, guf, BoQ gemefTen lOErben. ISbcnfo mit 
Subifmettr unb Eubitcentimrtcr , tno bie Sängen mit ÜJleter unb 
©entimeter ßEmtlfen roerben. Sebe Mefer ÄötpetsISinfjeittn ifi ein 
STOürfcl, beffen Äaitte glei(6 bfr BoraiiegcfEltm Sängen ^gin^eit ift. 

äRan fi^teibt Subifrut^e 6u6.", ßubiffu^ Sub.', Subi^ott Sub." 
beSgleii^en Eubifmetet Eub,", SubifcentimEter (Sub.'" 

j)te äJlcffung eines Ä"br|)et8 mu§ mnn fii^ immer fo oufigtfüljtt 
benten, ba^ bie gegebene ÄiJrpEr=®inrjeit in bem ju meffenben ffür= 
(jec, fo oft eB unge&t, abgetragen, unb ba6 Stefuttnt bitfefl 9(btras 
gtne buti; eine 3a^I auSgcbtücCt roirb. ^iefe unmittetbnre SRelTung 
lommt in ber *pr(ifie Dielfac^ Dor, namenttiifc beim ^ebraudie aller 
■Öo^tmafe, toelii^E jur SBefliinmung Bon duantitüten einer ftüfflgen 
»ber trotfenen ^aate bienen, Xiie fiter folgenben ©äfte über iEör= 
permeJTnngen tjaben aber eine ^ieroon abroeiiJ)enbe ^Tufgabe ju löfen, 
nömlit^ bie, ben 3nt)att eines ju mcffenben ÄörpEtS buri^ JRecIjs 
nung ouS gemeffeiien Sinien abzuleiten. I)ie Sn^altSberei^nung 
ebener Figuren toirb babei auS ber Planimetrie ald befannt oor= 
auegefefet. 

§. 96. 
Se^rfa^. ®er Sn^mlt nneS tec^tminteageti Mraaet= 
fpifebon wirb gcfunbm, inbcm man btti inj @rf= 

puvXtt sufammenlio^enbe Äantm beöfetbm, in 5^. au6= 
gcbrürft, mit einanbet muttipfiritt. 

3ia- 36. 



öotauöfetjung: 

AD=:b 

äE = c. 

Folgerung: 
J=a.b.e. 



Jbebeuttt 3n^a(t. 

SeioeiS. @S fei X, Sig. 35, berjenige äSarfel, roeli^ec ala 
ÄßHJttsISin^eit angefe^en wirb. Sflebann ijt bie Äante bitfeB 
©Ürfete biejenige ßängensgin^eit, mit reelii)er gemeffen bie Äante 
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AB beö gegebenen rec^twinWigen ^arattelepipebon bie 3a^t a, b 
Äante AD bie Safjl h, imb bie Äante AE bie 3a^I c liefert. 

Srtun fann man in bem gegebenen rec^twinfeligen fparaHelepip 
bon bie Körper s^Sintjeit X junäc^fl längS berÄante AB fo üiel mi 
abtragen, mie bie ßängen^^Sin^eit in biefer ^ante enthalten ijl, b. 
a mal (in ber Sigur 4 mal). S)ie fo erhaltene SBürfeU Steil 
ABIKLMNO fann man ferner längS ber Ä'ante AD fo Diel mi 
neben einanber abtragen, mie bie ßängen^sßin^eit in biefer ^an 
enthalten ijl, b. i. b mal (in ber ??igur 3 mal). 3)ie fo erhaltet 
2BürfeI:=®(^i^t ABCDLMPQ, mlijt bmnaä) bie Körper :=®in§e 
a.b mal enthalten wirb, fann man enblic^ längs ber Äante AE \ 
üiet mal über einanber abtragen, mie bie ßängen^^Sin^eit in biefi 
Ä'ante enthalten ijl, b. i. c mal (in ber ?figur 5 mal). SJtit^i 
enthält ba^ gegebene red^twinfelige ^araMepipebon bie ^örpei 
ginl^eit X fo t)iel mal in ji^, tüie ba^ ^robuct a.ft.c anjeigt^ ob( 
e8 ijt J=a.b.c, to. j. b. tu. 

aSeifpiel. 3n einem red^tminfeligen ^arattelepipebon feien br 
in einem ©tfpunfte jufammenflofenbe Tanten 9", 8" unb 12" lax\{ 
SflSbann ifl fein 3n§alt = 864 Sub." 

§. 97. 

3ttftt^. S)cr Sn^alt eine3 @ubu3 ober SGBürfefö ifl gleic 
bcm 6ubu3 ober ber britten ^otenj feiner Äante. 

Ober menn a bie ^antenlänge eineö SBttrfelS, burci^ eine Sal^ 

auSgebrütft, bebeutet, fo ifl 

J=a\ 

3)a]^er fdjreibt fi^ ber gemeinfci^aftlic^e Oebrauci^ beö SBorte 

SubuS in ber ?frit^metif unb ber ©eometrie. 

2Jlan fann ^ierauS ferner fd^fie^en: SBenn lüie bei bem 3)eci 

matma^: 1" = 10' unb l' = 10" ijt, fo mu^ 1 Sub.' = 100 

®ub.' unb 1 'ßub.' = 1000 Sub." fein, ©benfo lüenn mie bei ben 

^annoüerf^en SBerfma^ T = 16' unb 1' = 12" ifl, fo mu 

1 gub." = 4096 Sub.' unb 1 Sub.' = 1728 Sub." fein. ®nblic 

ba 1« = 100«» x% fo mu^ 1 Sub.°» = 1000000 Sub.««» fein. 

§. 98. 

Sel^rfa^. S)er Sn^alt eines iebcn ^riöma tüirb gefun 
ben, inbent man bie ©runbpd^e unb bie ^bf)t beefelbet 
mit einanber multiptirirt. 




ABCDE = g 
IL = k. 

(Folgerung: 
J = g.k. 



©eWfiS. 9)tan Detroanbte bie (^tQtbmt ®xunb?ääit ABCDE = g 
bt9 sptismo, Sifl. 36, itclc^e tin belifbigeS ^otljgon ip, in ,nn 
gtedjtetf ifffOP (f. ^tflnim. §. t40), utiti tonfhuitt über bieftm 
9tt&)ttS als ©runbffö^e, mit einet 6ö^e gleii^ IL = h, ein tedjt= 
niinfeligtS sparaaetepipefcon MNOPQRST. J)ieft9 spnrnffeltpiptfcon 
i|l na)^ §. 94 bem geßebenm f riSma ABCDEFGÜIK in^altegleii^. 

©tfet mm nun Äff = «, JfP = b, MQ = c, fo loirb nac^ §. 96 
J =a.b.e. 
Stall) bet (Eonfhiiction ifi a6er a.b = g unb c = Ä, folglit^ wenn 
man bieft Sßert^e in bte Dorige ©leic^ung fet^t 

J = 9.K 
ro. j. i. tß. 
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Beifpiet 



3iif ©runbpädie eines ptiematif^eii Saflene bes 
unb feine ^&i)t 5™. SflSbann ifi fein Sn^alt = 



fei a eine ©eite bet ©runbffät^e unb A bie 



§i)fte eitiefl regelmäßigen bteifeitigen ^riBma. 35ann ijl fein 3n^alt 
i_a' h VT 



Die Pqminilif. i^" 



grfiamng. ©ine f^rami&c ifi t\n^ol\)tbn, mlä)t& 
bon einem ^ol^gon olfl ©runbftä^e, unb fo biet IDrei« 
(tfen als ©dtEnftdi^En, njie Me ©runbfia^e ©eiten 
$at, feegrenii witb. iBiefe ©eitenfläc^iEn ueretnigen fit^ in 
fcet ©pifee bet ^^tamibe. 



®lE 0'c^t btt ^ptomibe ift ein ^etpmbtf el aii8 i^rer 
©pifte auf i^re ©ranfcflSt^e. 

Xiie ^ipratnibe ^äp ijteis, Diet=, fünffeitig u, naä) bn 
9fn}a^( bec ®ättn i^rrr (HiunbfTäi^c. !3Die breifettige ^^tcimibe i{l 
einerlei mit bem Setraeber (§. 67). 

Sebe Ä^ante, lueti^e bic @pij}e ber ^^romitie mit einem ©dpuiitte 
ber etruiibpäc^e üetbiiibet, rcitb eine iSeitentante ber^^^ramibe, , 

Sfnmerfung. Unter ben spofljebem jle^t bie ^^ramibe ju bem ' 
^tiSma in einer üt^nlii^en iSejie^ung, mie unter ben ^of^gonen 
ba^ SDreicd juni f^ntattetogramm. Sfber ^^tamibe unb f^riSma 
enthalten Biet maiiiüflfattigerf Uiiter=2frten in fl^ aW Sireietf unb 
^araSelogramm. 



J[ @rnfirung. föine regttmÄfige ^^tamibe ifl eine 
^^ramibe, beten ©tunb^ä^e ein tegetmäfiflefl ^ol^flon ijl 
unb beren ©eitenflÄt^en gtei^f^enfeliße SDreierfe pnb, fo 
\>&% bie gleii^ien @^en(cl btefer ©reierfe bie ©eitenfanten 
bet ^ptamibe Hlben. 



Jt'. 



ßrl^rfa^. 3n einer ^ptamibe tji Jeber ber ©ranbftät^e 
patadele S)urc^f(^nittt bet ©tunbftÄ^e ä^nß^} unb efl t)er= 
Ratten fld) bie ©runbflädie unb eine l^t pataüele SDut^s 
fc^nittöffÄ^e ju einanbet, wie bie Ouabrate i^ter STb^änbe 
von bet ©pi^e. 



Sorauefe^UHfl: 




Solflerung: 
1) ahcde OO ABCßE, 
2} aicde : ABCBE = Fg* : 



stiertet ^bfc^nitt. 65 

SSeweiö. 1) m fei in ber ^^ramibe ABCDEF, fjig. 37, bie 
©ur^ft^nittöpd^e abcde \\ ABCDE confhuirt, unb au8 bcr Opifee F 
nuf bic ©runbp^c ABCDE baS ^erpcnbiW FG gefättt, wclci^eS 
au^ bic 35ur^fd^rtitt8pc^c abcde in ^ rc^toinfelifl fc^ncibet (§. 42). 
35ann ijl mä) §. 39 

aJ II AB, hc II ÄC, crf II CD, 2C. 
unb barauö nac^ ^Imüm. §.210 

Fb : FB = ab : AB, Fe : FC=bc : BC, 2C. 
Fb : FB = bc : BC, Fe : FC = cd : CD 
foIflUt^ 

ab : AB = bc : BC==cd : CD, 2C. 
?5ernet ifl nac^ §.26 

^ aJc = ^ i4ÄC5 Z *^^ = Z ^^^/ ^f- 
gjlit^in nac^ ^lanim. §. 217 

abcde (X> ABCDE, 

tt. j. 6. lü. 

2) Sta^ ^lanim. §. J59Jat man 

aftcrfe .ABCDE = ab' : AB\ (1.)^n 

3te^t man ferner BG unb bg, fo ifi *^ 

Fb : FB = ab : AB 
Fb : PB^Fg : FG 
folgli^ 

ab : AB = Fg : FG 
unb barauS 

ai^ : AB' = Fg' : tG\ (2.) 

9Xu8 ben Proportionen (1.) unb (2.) folgt 

abcde : ABCDE = Fg' : FG' 

aSeifpiel. Söenn man eine ^^ramibe in falber §ö^e mit 
einer (gbene, welche ber ©rnubp^e parallel ifi, bur^fd^neibet, fo 
beträgt bie entfle^enbe J)ur^f^nitt8p(^e \ ber ©runbpci^e. Xtm 
in ??ig. 37 ij! alöbann 

Fg : FG = i : 2 

folfllic^ 

abcde : ABCDE =1:4 

Sfnmerfung. 9Jtan fanu nebenljer bemerfen, ba^ Jebe jmei 



y^'ini'*'"! roit ABCDEF xmb abcdeF ü^tili^e ^tjromiben fmb 

(§- 81)- 



§. 102. 

.1^ Se^rfag. ^^ramlben uon gteiäim ©runb^ät^en unb 
/^ flletc^en §ö^m flnb in^altegleit^. 



SBorauefe^uiig: 
ABCDE = FGH 
IL = KM. 

Folgerung: 
ABCDEI = FGHK 



iBemeie. 93ian pelle bie Beiben spliramibeti mit ben ®riinb= 
packen ABCDE unb FGH, ^ig. 38, nuf bie gemeinfi^üfHti^t Sbene 
PQ, unb lege in einer beliebigen 0ö^t LI = Mm buxäj beibe ^yrn= 
miben eine jmeite ®beue RS |] pp, roelc^e biefe spytamiben in ben 
^uic^fi^nittSfiguieit abcde uiib fgh fc^neibet. ^[gbnnri ip nai^ 
bem borigen ^aragwp^ni 

IL* : /P = JBCJ)£ : abcde 
KM* : Km* = FGB : fyk, 
unb ba in biefen beiben ^ropoitiomn bie brei trfttn ©lieber be= 
iie^ungeweife glei^ flnb, fo folgt 

abcde = fgh. 
35iefer ®^Iuf gut für jebe beliebige §ö^e ber ®iiriftf^uiH9= 
ebene BS über ber gemeinftfyjfHii^en ®bene FQ, mithin (Inb nadj 
§. 84 bie beiben ^^ramiben in^altegtcii^, ro. j. b. w. 




§. 103. 

Se^rfa^. gin btetftitiflee ^ti&ma Um butü} SBiagos 
naUgbenra in ttrei unter ^ä) in^attegteic^ie breifeittge 
^^romiben jtrtegt ttjetben. 



a3tertet $lbf(^mtt. 67 




SSorauöfefeung: 
BCD mb CDE ftnb "S^iaQomU^bmtu. 

Folgerung: 
ABCD = BCDE = CDEF. 



B 

SSemeiS. Söenn man in im bcibcn Settacbern ABCD unb 
BCDE htw ^unft C toxt bie gemcinfc^afttic^e (Spifee ber ^^ramiben 
anfielt, fo ^obta bcibe ^^ramiben gleiche ©runbftä^cn ABD=BDE, 
unb einerlei §ö^e, nämlid^ baS ^erpenbifel auS bem fünfte C auf 
bie gbene ABED. SJlit^in ifl nad^ bem üorigen Paragraphen 

ABCD == BCDE. (1.) 

SBenn man ferner in ben beiben Setraebem BCDE unb CDEF 
btn ^unft D mie bie gemeinfc^aftlit^e ©pi^e ber ^^ramiben an^ 
fte^t, fo f)aitn beibe ^^ramiben gleite ©runbftä^en BCE = CEF, 
unb einerfei §ö^e, nämlid^ ba6 ^erpenbifef au8 bem fünfte D 
auf bie gbene BCFE. äJlit^in ifl gfeic^faffö na^ bem üorigen 
Paragraphen 

BCDE = CDEF. (2.) 

«Tue (1.) unb (2.) folgt 

ABCD = BCDE = CDEF, 

to. j. b. to. 

Sfnmerfung. SBaS bie Sage ber brei ^^ramiben im ^riSma 
anbetrifft, fo bemerft man: 

1) Die aufret^tfle^enbe ^^ramibe ABCD fjat mit bem ^riöma 
bie untere ©rnubp^e ABC gemein, unb i^re (Spifee liegt in einem 
©tfpunfte D ber oberen ©runbp^e. 

2) J)ie öerfe^rt fie^enbe ^^ramibe CDEF ^at mit bem ^riSma 
bie obere ©runbfläd^e DEF gemein, unb i^re @pifce liegt in einem 
Stfpunfte C ber unteren ©runbpc^e. 

3) J)aS Setraeber BCDE f)at mit jeber ©runbp^e btB ^riSma 
nur eine Äante, BC unb DE, gemein. 

SJlan üergleid^e aud^ mit bem öorfie^enben ße^rfafce ben @afe 

5* 
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ber ^Planimetrie: ©in Parallelogramm faim bmij eine (Diagonale 
in jtüei unter fxä) in^altSgleid^e 3)reietfe jerlegt tüerben. 

§. 104. 

ßel^rfa^- S)er Sn^att einer ^^ramibe tüxxb gefiinben, 
inbem man ©runbpd^e mit $ö^e muttit^Iicirt unb ba& 
^robuct bnx^ 3 bii?ibirt. 

Ober: menn g bie ©runbfläc^e unb h bie §ö^e einer ^^ramibc 
bebeutet, fo ifl i^r 3n^alt 

95eiüei8. 1) 3)ie ^Dramibe fei eine breifeitige, j. 83. ABCD 
Sifl. 39. ^ gig. 39. gjlan ergänje bie ^^ramibc ju 
" einem breifeitigen ^riSma ABCDEF üon bers= 
felben ©runbffä^e g unb §ö^e h, oon »et 
^em jie nac^ bem oorigen ge^rfafee ben britten 
%f)dl beträgt. 91un ift ber Snljalt biefeö 
sprisma = gh (§.98), folglich ber 3n^alt 
ber ^liramibe 

tt). j. b. n?. 

2) 2)ie ^^ramibe fei eine me^rfeitige. ajlan üerwanbefe il^re 
®runbflä(^e g in ein 2)reietf, unb confhruire über biefem ®reiedCe, 
als ©runbpt^e, mit einer §ö^e = h eine neue ^tjramibe, welche 
nad^ §. 102 ber gegebenen ^tjramibe in^altSgleid^ ijl. SHun tüirb, 
wie fo eben beiüicfen, ber 3n^alt biefer neuen ^^ramibe, welche 

breifeitig ifi, bur^ bie gormef J=^ auögebriltft^ folglich gilt 

baSfelbe auc^ üon ber gegebenen ^liramibe, w. j. b. w. 

aSeifpiel 1. (Sine ^t;ramibe, beren ©runbp^e 51 D' unb 
beren §öf)e 7' beträgt, Ijat jum 3n^alt 119 (^ni: 

IBeifpiet 2. SS fei a eine (Seite ber ©runbpc^e unb h bie 
§ö^e einer regelmäßigen breifeitigen ^^ramibe. 3)ann ift beren 
^n^alt _ 
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S^^^egelmäßige breifeitige ^üramibe, beren (Seitenpc^en gleic^= 
mU^i^mät finb, ij! ein regelmäßiges SEetraeber (§. 74). 
f..f'' Vtfxamu 
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§. 105. 

3ufa^. 3ebc6 Setracfccr ijl einer ^^rantibe gtei^, rpel^e 
ba6 5)opt)eIte einer mittleren 55ur^f^nitt6flä^e, beren l?ier 
©dfpunfte l?ier Äanten beö SCetraeberö ^alMren, jur ©runb:: * 
fla^e unb bai gemeinfd^aftfi^e ^erpenbifet auf btn itxbtn 
üferigen Äanten jur $ö^e. f)at 

S)emi man betrachte ba^ Sctraeber BCDE, ?5ig. 39 unb 40. 
35iefc9 Setracber ift ber ^^ramibe ABCD glei^, welche ba^ 3)reie(f 
ABC jur ®runbfläd)c unb ba^ getncinft^aftlic^e ^erpcnbifel auf 
bcn beiben Tanten BC unb DE (f. §. 50) b. i. bie §ö^e beS «priSma 
ABCBEF, jur §ööe ^at. Sonfhuirt man aber im ^riSma ABCDEF 
in falber §ö^e unb parallel. ber ©runbp^e bie 3)ur^f^nitt8jTat^e 
gig. 40. abCf ?fig. 40, meldte tjon btn 3)iagonaI:= (Ebenen 

-^i^^^: 71^ ^^^ ""^ ^^^ "^ ^/* ^^"^ ^Z" öefäinitten mirb, 

fo ijl ba^ entflanbene Parallelogramm dbef bie= 

Jenige mittlere 3)urd)fc^nitt8p^e beS SetraeberS . 

BCDE, beren Dier ©dfpunfte d, h, e,/*bejie^ung8- 

meife bie üier Tanten BD, BE, CE, CD biefeS 

Setraeber8 Ijalbiren^ unb berSn^alt biefeS ^a=» 

rallelogrammS beträgt bie §älfte beS ©reiecfS 

abc, b. i. bie Hälfte ber ®runbpd)e ABC, 

IBejei^net man ben Sn^alt ber mittleren S)ur(^fd3nitt8pd^e dbef 

mit D unb bie §ö^e be8 ^riSma ABCDEF mit h, fo ijl alfo ber 

3n6alt be6 SEetraeberö BCDE 

Wh . 

^'nmerfung. 3)aö Setraeber in ber ^ier gegebenen Sfuffajfung, 
trelt^eS unten me^rfad^ jur Sfntrenbung fommt, ijl jugleid^ ein 
befonberer gaff be8 ^ier folgenben ^ri8matoib6, nämlic^ ein ^ri8ma:= 
toib, bejfen beibe ©runbp^en ft^ auf jtüei paraffeloibifc^e Tanten 
rebuciren. 

I9a5 pmmatcib. 

§. 106. 

©rflätung- ©in ^riömatoib ifi ein ^ot^eber, mU 
^eS üon jn^ei parallelen ^ol^gonen, bie auferbem \)o^- 
fommen unabhängig üon einanber jinb, af6 ®runbftäd^< 
unb im ?tttgemeinen tjon ©reierfen, tt^etc^e mit \t t\ 
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Orunbfläd^e eine (Seite nnb mit ber anbern einen (SdFpunft 
gemein ^akn, atö ©eitenftäd^en feegrenjt tvxxb. 

5)ie ^ö^e beö ^riematoibe ift ein ^erpenbifet ^rpifci^en 
feinen Reiben ©runbfläd^en. 

3n bcfonberen ?5äffen formen irgenb jiüci benachbarte Dreieie, 
treibe nac^ ber üorjle^enben ^rftärung bie (Seitenpc^en beS ^ri8mas= 
toibS bilben, in eine (Sbtm fallen unb jic^ ju einem Srapej ober 
Parallelogramm vereinigen. DieS gef^ie^t immer ba, too jtüei 
correfponbirenbe (Seiten ber beiben ©runbflät^en parallel fmb. 

X)ie Sfnja^I ber (Seitenf[äd^en beS ^riömatoibS beträgt, wenn 
fämmtlid^e (Seitenfläd^en ©reietfe jtnb, eben fo Diel roie bie ?fnja]^I 
ber Seiten beiber ®runbf[äci^en jufammen genommen} jte ijl aber 
Heiner als biefe Wnja^I, menn unter btn (Seitenpc^en aut^ Xxa^ 
pcje ober Parallelogramme oorfommen. 

3ebe Äante, welche jmei ®(fpunfte ber beiben ©runbpd^en üer^ 
binbet, wirb eine (Sei teuf ante beö ^ri6matoib8 genannt. 35ie 
Sfnja^l ber @eitenfanten ijl immer eben fo groß wie bie Sfnjal^t 
ber @eitenpd^en. 

Sfnmerfung. SBie baQ ^riSma ber (Stereometrie bem ^arallelos^ 
gramme ber Planimetrie, unb ebenfo bie ^^ramibe bem Dreiedfe 
entfprit^t (§. 99, ?fnm.), fo nimmt baQ ^riömatoib unter ben 
^ol^ebern biefclbe (Stelle ein, wie baS Srapej unter btn ^olt;gonen. 
3ugleid^ ft^ließt ba^ ^riömatoib in nod^ flärferem ®rabe, al8 ^ri8ma 
unb ^^ramibe, eine große 9lci^^attigteit tjon Unter ==3frten in jtd^} 
in bm ^ier folgenben ©rtlärungen jtnb nur bie ^auptfä^lic^flen 
berfelben aufgeführt. 

§. 107. 

®rf lärung. @in (S p ^ enis t (Äeit) ifl ein ^riSmatoib, 
bejfen eine ©runbfläd^e jic^ auf eine ©d^neibe tebucirt, 
tpä^renb bie anbtxt ein betiebigeö ^ot^gon ifl. 

Sin (Sp^eniöf ijl bemnad^ ein ^ol^eber, welt^eö Don einem be^ 
liebigen ^ol^gon als ©rimbflä^e, unb im ?nigemeinen oon Drei^^ 
edfen, welche in eine ber ®runbf[äc^e parallele @c^neibe jufammen^ 
laufen, als (Seitenpcl}en begrcnjt wirb. 3n befonberen ??äffen fönnen 
einjelne (Seitenpc^en auc^ Srapeje ober Parallelogramme fein. 



\ 
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X)ie (Sc^neibc be8 ©p^enisfen ijl entwebcr eine geröbe, ober eine 
gebrochene ginie. 

Der (Sprjeniöf ^eift brei:?, üier-, fünffeitig it. naä) ber 
Sfnja^I ber (Seiten feiner ©runbpc^ej ferner jtoeis:, breifd^itei^: 
big lt., toenn feine ©c^neibe au8 jwei, brei 2C. geraben ßinien ju* 
fammengefe^t ifi. 3n ber Siegel betrad^tet man nur einfd^neibige 
©p^eniöfen. 

?fnmerfung. 35er ©p^eniöf ifi unter atten ^riömatoiben am 
nät^ften ber ^ijramibe öertoanbt. 

§. 108. 

ßtHärung- ©in DbeliSf ifl ein ^rientatoib, bejfen 
©runbpc^en, o^ne congruent ju fein, gteid^ t^ict ©eiten 
^aben, tt^eld^e bejie^ungsrpeife parattet taufen. 

Sin DbeU8t ijl bemnac^ ein ^ott;eber, melc^eS öon jiDei parattelen 
^ol^gonen üon gleid^er ©eitenja^l al6 ©runbpt^en, unb Don fo 
t)iel Srapejen, mie jebe ©runbpd^e ©eiten f^at, al8 ©eitenfläc^en 
begrenjt wirb, ©injelne biefer ©eitenpc^en fönnen auc^ ^araffeto^^ 
gramme fein. 

2)er Dbeliat ^ei^t breis=, Dier^, fünffeitig nad^ ber WnjabI 
ber ©eiten feiner ©runbpäd^en. 

Sfnmerfung. 3)er DbeliSf trurbe Don ^oppe 1843 in bie 
©tereometrie eingeführt. 6r ijl unter allen ^riSmatoiben am 
nä^jlen bem ^riöma oermanbt. 

§. 109. 

^rflänmg. ©in ^^ramibenflumpf ober dm ab^^ 
gitiuntpfte ^^ramibe ifi ein Öbeliöf, beffen ®runb:= 
^&ä)tn ä^ntid^e Figuren jinb. 

gin ^^ramibenjlumpf lä^t fn^ burt^ gehörige (griDeiterung ber 
©eitenflä^en immer ju einer Dollflänbigen ^t;ramibe ergänjen^ 
benn alle ©eitenfanten beöfetben treffen, ^inreid^enb oerlängert, in 
©inem fünfte, nämlid^ ber ©pifee ber ^^ramibe, jufammen. Um 
bieS jU bemeifen, verlängere man juerfi jwei benachbarte ©eiten^: 
fanten bis jU ifjrem 3)urc^fd^nittSpunfte, unb toenbe barauf ben 
ße^rfafc «planim. §. 211 an. 

SBegen biefer Sigenfd^aft be8 ^^ramibenjhni aud^ 
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fagen: Sin ^^ramibenjhimpf ifl ein ^olt)tbtx, mli)t^ übrig bleibt, 
menn öon einer üolljlänbigen ^l^ramibe burd^ eine mit ber ®xnr\b^ 
pd^e parattete ©bene bie ©pi^e meggefd^nitten mirb. 
hierauf bem^t bie Benennung ^^ramibenjlumpf. 

§. HO. 

dufa^« ®ln breifeitiger Obetiöf ijl immer ein ^t)ta^ 
mibenjlumi^f. 

X)enn bie beiben ©runbpdjen beöfefben fmb, Dermöge §. 26, 
immer ä^nlid^e 3)reietfe. . 

§. 111. 

ßrflSrnnfl- ®in «(nti-^rtSma (i?erbre^te6 ^riSma) 
ijl ein ^riömatcib mit ccngruenten ©runbfläc^en, berm 
(Seiten nic^t bejie^ungsrpeife parallel laufen. 

®in Sinti- ^riSma ift bemnat^ ein ^olljeber, tüelc^eS üon jmei 
parallelen nnb congrnenten ^ol^gonen als ©rnnbpc^en, unb üon 
boppett fo Diel S)reietfen, tüie jebe ®runbpcf)e (Seiten Ijat, als 
©eitenpc^en begreiijt wirb. 

^aö Sinti ^sspriatna Ijei^t brei=, Dier:=, fünffeitig 2c. nac^ 
ber Slnjaljl ber ©eiten feiner ©rnnbpc^en. 

§. 112. 

gtflärung- ein Sfnti::Dbeli6f (t)erbre^ter ObeliSf) 
ifl ein ^riömatoib, beffen ®runbfläd^en, o^ne congruent 
iu fein, gtei^ t)iel ®eiten ^aben, tt^eld^e nid^t bejie^ungö:= 
rpeife parallel laufen. 

©in Sintis DbeliSt ijl bemnad) ein ^oll;eber, trel^eS Don jiDei 
parallelen unb nid^t congrnenten ^olijgonen Don gleidjer ©eitenjaljl 
als ©runbpd^en, unb Don boppelt fo Diel 3)reiedfen, trie Jebe 
©runbpdje (Seiten t)at, al9 (Seitenp^en begrenjt tüirb. 

S)er Slnti-Dbeliaf ^ei^t brei*, Dier-, fünffeitig 2c. nat^ ber 
Slnja^l ber (Seiten feiner ©runbpd^en. 

§. 113. 

ßrflarimg- @in regelmäßiges ^riömatoib ift 
ein ^riematoib, beffen ©runbflä^en regelmäßige ^ol^gone 
unb beffen (Seitenf[äd;en gleic^fcbenfelige SDreierfe ober SCrapeje 
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jin6, fo 5af bxt gleichen ©c^cnW biefcr ©reiedfe ober 
Xxaptit bxt (Seitenfantm beS ^rtSmatoibö bilben. 

3n6bcfonbcre jinb bie @citenpc^en bt^ regelmäßigen Sfnti^: 
^riöma ober §fnti:sDbeIiöfen gleid^fd^entelige ©reietfej bie (Seiterv^ 
pc^en beS regelmäßigen DbeliSfen, welker immer jugteic^ ein reget 
mäßiger ^^ramibenjlnmpf iji, gleit^fc^enfelige ^rapeje^ enblic^ bie 
©eitenflä^en beS regelmäßigen ©p^eniöfen t^eila gtei^fc^enfelige 
35reiedfe, tl^eilö glei^fc^entelige Srapeje. 

9legelmäßige ©p^eniöfen Don me^r als tjier (Seiten fann e9 nit^t 
geben. 

§. 114. 

©rflärung- Unter b^r mittteren ©urc^fc^nltts^ 
fläche eines ^riSmatoibS tPirb bie Stäche ber ^igur \)n^ 
flanben, tpetd^e ein in ^atber $ö^e paxaUd bm ®runb=: 
pc^en burd^ ba& ^riSmatoib gelegter ebener (S^nitt 
^erijorbringt. 

2)ie mittlere 3)ur^f^nitt8pc^e beS ^riSmatoiba iji immer ein 
^ol^gon Don eben fo Diel (Seiten trie baQ ^riSmatoib (Seiten- 
jl&6)m befifet. S)ie ©tfpunfte ber mittleren S)nr^fd^nitt8pd^e 
^albiren bie (Seitenfanten, unb bie (Seiten berfelben jtnb äJlittel- 
tinien ber (Seitenpcften beS ^riSmatoibö. 

3m ^tjramibenjlumpf ijl bie mittlere Dnr^ft^nittSpd^e btn 
beiben ©runbpt^en ä^nlid^. 3m regelmäßigen DbeliSfen unb 
im regelmäßigen ?fnti==^riama ijl bie mittlere 3)urt^fd^nitt8pc^e 
ein regelmäßiges ^olt)gon, im erflen Salle Don eben fo Diel unb 
im jmeiten Salle Don boppelt fo Diel (Seiten trie Jebe ber ®runb= 
pt^en. 

9fnmerfung. 35er Umfang ber mittleren 3)urcf)f^nittöpd^e 
eines ^riSmatoibS ijl immer gleich bem arit^metift^en SJlittel auS 
btn Umfangen ber beiben ©runbp^en. 3)abei muß jebo^, menn 
eine ©runbp^e fi^ auf eine (Scftneibe rebucirt (j. 83. im (Sp^e- 
nisten), biefe (Se^neibe als „3tüeiedf" angefe^en b. i. boppelt 
gejault iDerben. 

S5on ben 3n galten biefer gläc^en gilt nid^t baSfelbe, tüie folc^eS 
bie folgenben (Säfee iDciter nat^roeifen. 



§. 115. 

ße^rfat^. Setefl ^cismatott ift 6er ©umtne breier 
^pramitm gtri^, »on bmtn eine ba& arit^mrtifdde aJiittil 
bn beifcm ©runfcflä^eti, unt» Je&e ttr 6ri6en anbcrit tie 
mittlere ©urc^f^tiitMITÄäie beS g)ri6matoi69 gut ©run&s 
fläche ^at, iinb bercn ^iii)t glei^ 6ft §ö^e bee ^riSnm= 
toifcg ift. 



SBorciiilft&un 
ABC = G 
ß£FG = g 
abcdefg ^ P 

§bl)e = A 




gDlgtriing: 
- 3 l a "f 



grflet SBeiueiS. ©6 fti Sig- 41 baS gegebene ^tiSmntoiti, 
bfffcri untere ®tim&ftä(^e 6eif|3iel9meife ein iJreiecE un5 befftii obete 
©ninbffä^e ein Sßiered ifi. 

93iiin roiitjle in ber untern ©runbffüije einen feEliebigen ^unft 
M, aus roet^em man nai^ beii (SJpunHen biefer ©runbffüi^e bie 
geraben fiinieii MA, MB, MC jie^en tann, ivtlc^e ganj innerhalb 
ber ??ignr bfeibrn; unb jieße aiigerbem nod) ben gtfpiinffen ber 
oberen ®runbpif)e bie geraben fiinien MD, ME, MF, MG. ßegt 
man fobiinn burc^ biefe Sinien unb bie Ä'nnten beS ^ri6matoib9 
entfpret^enbe ©benen, roelt^e in ber ?figur an i^ren (St^nittliitien 
mit ber mtttlenn ^iircftfe^nittSflä^e abcdefy fennttii^ finb, fo roirb 
buri^ biefelbcn baS ^riSmntoib in Steile jerlegt, roeti^e pi^ roie 
folgt gruppiren IdJTen: 

1) eine ^tjtamibe, beren @pi|e in M liegt unb beren ®runb= 
floi^e mit ber oberen ®ruiibfläc^e DEFG be8 ^tiSmatoibS jnfnmmena 
ffltft. ®e^t man biefe ©nnibpi^e =g unb bie ^Mjt beS ^rie= 

atoiba =k, fo ifi ber 3nt)alt biefer ^^ramibe 
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=^. (1.) 

2) 3)ie 3 breifeitigen ^^ramiben ABMD, BCME, ACMG, bmn 

©pifeen in Stfpuntten ber oberen ©runbpd^e liegen unb bereu 
®runbftä(^en je einen S^eil ber unteren ©runbp^e beS ^riSma- 
toiba ausmachen. 35iefe breifeitigen ^^ramiben jtnb jufainmen= 
genommen einer ^^ramibe gleich, toeld^e bie untere ©runbpd^e 
beö ^riSmatoibS jur ©runbpt^e unb bie §ö^e beö ^riSmatoibS 
jur §ö^e f)at ©efet man alfo bie untere ©runbpc^e beS ^riö- 
matoibS = G, fo ijl bie (Summe biefer 3 breifeitigen ^^ramiben 

= ?• (2.) 

3) 3)ie 4 SEetraeber AMDG, BMDE, MCEF, MCFG, üon benen 
je eine Äönte ©eite ber oberen ©runbpt^e ifi, unb eine anbere 
Äante in bie untere ©runbftäc^e fällt. Diefe SEetraeber ftnb mä) 
§. 105 ju be^anbeln, unb forbern bemnad^ bie Sonfhurtion ber 
mittleren J)urt^fc^nittSp(^e beö ^riSmatoibö. 

2)ie mittlere 3)urd)f^nitt8pät^e abcdefg jerfäHt burc^ biefelben 
Ebenen, meiere ha^ ^riSmatoib in bie obigen Steile jerlegen, in 
baS ^ol^gon Ukl, bejfen 3n^alt = | jf ^ bie 2)reiedfe abh, cdi, 
fgl, beren ©umme = ^ G (f. §. 101)5 ^"^ ^i^ Parallelogramme 
bcihf deh, eßk, aglh, treidle bie bem §. 105 entfprec^enben mitt:= 
leren ©urAfe^nittöfläc^en ber Setraeber ftnb. ©efct man bie mitt^^ 
lere 2)urc^fd)nitt8p^e beö ^riömatoibö *= D, fo ifi folglich bie 
©umme biefer Parallelogramme = 2) — i-G — \ g. 9Jlit^in 
ifi nad^ §. 105 bie ©umme ber julefet betrachteten 4 Setraeber 



b. i. 



=10^-^) ('•) 



2)ie ©umme aller üorfie^enb betra^teten Steile (1.) bis (3.) 

mac^t itn Sn^alt J be8 ^riSmatoibS an^. äJlit^in ^at man 
enbli^ 

tu. j. b. ro. 
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3ffieiter aSeiBciS. Wlan wä^U in btr mittltTEii 3)ur(^f(^mttBs 
pt^e btä ^tieniatoifce einen bfliettigen *funft Jf, gig. 42, unb 
jU^e flue bcmfeften gewbe Sinieii^ foroo^I 
ufldi fcen gtfpunften btr untern ®runb= 
pd)e, Jtfvi, JlfB, JlfC, nte auii) nadj fem 
@ifpiinften bet o6exn ©tunbffü^e, ÄP, 
Jf£, MF, MG. Scgt man fobann burc^ 
biefe fiinien unb bie Konten beS spriSma= 
toibs entfpre[I)E"bE ©benen, bur(^ roefdje 
jugfeir^ in ber mittftren 3)un^fdinirt6ftäc^e 
bie ©^nittUnieri JSa, Mb, Mc, Md, Me, 
Mf, Mg Eiitjteljeii, fo jetlegen biefe Ebenen 
ha^ ^riSmniDib in Steile, bie Jlt^ toie 
folgt giuppiren [äffen: 
^ 1) Eine spijraniibe, berm ©pi^e in M 

liegt unb fceren @ninbp4e bie untere ®tunbpi((fte ABC bee 
*Pri9mati)ibe ifl. $)a biefe ^^raniibe bie ^al6e §i)^e 6t9 spri6nia= 
toibs jur ©iJIje ^at, fp ifl i^r 3iil)a(t 

-?• (■) 

2) gine ^ptamibe, beren ©pi^e in M liegt unb beren ®runbs 
ftädie bie obere ®rnnbpäd;e BEFG beS *pri8mntoibe ip. J)a biefe 
sp^ramibe gteit^faCs bie Ijafbc Cötje beS ^iSmatoibS jur §b^e 
^at, fo ift i^t Sn^alt 

= f- (2.) 

3) J)ie 7 Sftr.ieber ABMD, BMDE, BCME, CMEF, CMFG, 
ACMG, AMDG, beten Sn^afte buttft ^ülfe ber i^nen ange^örenben 
Steile Mab, Mbc, Med, Mde, Mef, Mfy, Mag ber mittleren S^urc^s 
fi^nitt9ftäd]e btS sprigm^itoibe anSgebrütft merben tonnen. 

l;eiin e9 fei ABMD eines biefer Setraeber, unb man betrQd)te 
junädifi baS @tüd abMD beöfefben. 3>iefe9 ®tÜJ ifi eine sp^rnmibe, 
ttefdje ba^ ©reieJ oiJtf jnr Orunbpt^e unb bie tialbe $öf)e 
bee spriematoib§ jur §ö^t l?nt- 3ief)t man Ja, fo erfennt mau 
teilet aug §. 102, baß 

abMD s= i AbMD unb JfiJtfD = i ABMD, 
forglidi 

aftjtfi) = ' ABMD 
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ij!. gjlit^in iji btt Sn^alt beö SEetraeberö ABMD gleid^ bcm 
4fac^cu einer ^t;ratnibe, irel^e baQ Dreietf aftilf jur ©runbffäd^e 
unb bie ^albe §ö^e be8 ^riamatoibS jur §ö[)e \)at 

aSenbet man biefen (Schluß auf bie fämmtli^en* julefet Utcaä)^ 
teten 7 Setraeber an, fo ergiebt fid^ bie ©umme berfelben gleli^ 
ber 4fad^en einer ^^ramibe, meldte bie mittlere S)urd^fc^nitt8pc^e 
ähcdefg jur ©runbfläd^e unb bie ^albe ^ölje beS ^riömatoibS jur 
§ö^e ^at, \xnb ifl mitl^in 

. Dh . . 2Dh .^. 

= 4 . y , b. l. = 3- (3.) 

Die (Summe atter üorjle^enb betrachteten Steife (1.) bis (3.) . 
mac^t ben 3n^alt J be9 ^riömatoibS an^. 3Jtit^in ^at man 
enblic^ 



Gh i gh _, 2Dh 



b. i. 



.=4 («4.+.,) 

tu. j. b. w. 

Sfnmerfung. 35en erjlen biefer beiben SSeiüeife ^at ber SSerf. 
in ber Keinen ©^rift gegeben: „1)aS ^riSmatoib, eine ®rtt)eite= 
rung ber elementaren (Stereometrie, §annoöer 1860". 3)er jiDeite 
ijl eine SSereinfad^ung beö SSemeifeö oon ©teiner in Srette'S 
3ournal, Jöanb 23, ©eite 275 unb üon SSretfi^neiber in 
©runerfS «frc^iD, 83anb 36, ©eite 18. 

®inen britten S3ett)ei8 fe^e man in ber ©tereometrie öon ©pife, 
SSorrebe jur britten Sfuftage (1868), ber jeboc^, fo weit er bort 
gegeben \% no^ einer SJeraffgemeinerung bebarf. 

gjlan fe^e mi^ §. 124 ^ 

§. 116. 

3ufa^. 5)cr Sn^alt beö ^rientatoibs fann einfädlet 
auSgebrüdft rperben burd^ 



J = |(j!f + 2P) 



WO M 5ae ttrit^mctifc^e SWittet 5cr beiben ®tun6frd^en 
bebeutet. 
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X)enn e8 ifl 

2 

unb bnx6) (SubfHtiition biefee SBert^S erft^eint unmittelbar bic 
oorige doxmtl 

X)aß übrigens bie ^ier gegebene ^oxmtl jur 3n^att8beret^nung 
biejenigen beö ^riöma unb ber ^t;ramibe al8 befonbere gäffe in 
jtd^ enthält, mirb man o^ne 9Jtü^e bemerfen. 

§. 117. 

ßfl^rfa^. S)aS ^riSmatoib ijl, feinem Sn^atte naä)^ 
immer jiDifc^en j»ei priemen enthalten, Don benen baö 
eine baS arit^metifd^e S^littet ber beiben ®tunbp(i^en, unb 
ba& anbere bie mittlere ®urc=^fd^nitt8fläd^e be6 ^riömatoibe 
iur ©runbfläd^e ^at, unb bereu $ö^e gteic^ ber $ö^e beö 
^riömatoibe ifl. 

Unb »enn man eines biefer beiben priemen für baö 
^riematoib an bie ©teile fefet, fo ijl ber im erften Satte 
begangene %t^Ux boppdt fo groß als im jiDeiten. 

S3ett)eiS. 83ejeid^net man mit / bcn 3n^alt eines ^riSma, 
meines baB aritbmetifci^e SJlittet ber beiben ©runbflät^eu beS ^ri6* 
matoibS, ober M, jur ©runbpc^e unb bie $ö[;e h beöfelben jur 
§ö^e ^at, fo ijl 

unb bur^ 3ujie^ung beS Dorigeu Paragraphen erhält man für btn 
bei biefer 3u^altSbefHmmung, loenn jie für baS ^riSmatoib gelten 
foff, begangenen geiler btn Söert^ 

J-/ = y(l>-if). (I.) 

SBejei^nct man ferner mit /' ben 3n^alt eines ^riSma, roelc^eS 
bie mittlere J)ur^fd^nittspc^e beS ^riSmatoibS, ober D, jur ®runb^ 
pc^e-unb bie §öbe h beSfelben jur §öbe ^at, fo ifi 

r = hD 

unb für btn bei biefer Sn^altSbejHmmung , toenn fte für baB 
^riSmatoib gelten foll, begangenen geiler erhält man btn 
aSert^ 

J-^r=^(M^D). (2.) 



»ierter Slb^nitt. 79 

?fu8 (l.) unb (2.) folgt 

J--f=^-2(J^r) (3.) 

b. t). beibe fje^ler fmb cntgcgcngcfcfet, ober ba8 eine ber beiben 
^riStneii liefert bzn Snfjalt beS ^riSmatoibS ju groß unb ba8 
nnbere ja Kein 5 unb ber unter SSenufeung beS aritf;metifc6en SJtittete 
ber beiben ®runbf[äc^en afö ©runbpdje begangene gel;ler ifi 
boppelt fo groß afe berjenige, rtelc^er au8 ber 9fnrüenbung ber 
mittleren S)urc^f(^nitt8pc^e al8 ©runbpdje ^erüorgefjt, tv. j. b. m. 

Sfnmerfung. 3n ben ?fnrüenbungen fommt eS tjäufig Dor, 
bnß man mit einer angenätjerten Sn^aftabefiimmung jic^ begnü^ 
gen barf, unb in folc^en ??ällen fefet man oft gerabeju (burd) bie 
STnalogie be8 %xapti gefeitet, f. ^lanim. §. 264 9fnm.) ba8 
^robuct hM ober hD al8 btn 3n^alt be8 ^ri8matoib8. 3)er üor:= 
fle^enbe 8e^rfa| bietet ba8 SRittel bar, um btn Segler ju mejfen, 
tüel^er bur^ bie eine roie bie anbere biefer 3nl)alt8bejlimmungen 
begangen mirb. 

SBelc^e Don ben beiben ©röfen M unb D, b. Ij. bem aritt^meti- 
ft^en SJtittel ber beiben ©runbpd^en unb ber mittleren X>urc^5= 
f(^nitt8frä^e be8 ^ri8matoib8, bie größere fei, V&^t fxi) im ?fage^ 
meinen nii^t fagen^ e8 fann tbm fo h)o|^l bie eine üon ir^nen bie 
größere fein mie bie anbere. @8 giebt aber ani) ^ri8matoibe, in 
beneu M unb D Qltiij groß finb, unb in folgen Säffen mirb mit^ 
^in ber Snt^att Dollfommen genau burc^ bie formet gefunben 

J=hM = hD. 

SSeifpiele ^ierju f. §§. 120 unb 121. 

SJtan Dergleic^e, voah in ber Sfnmerfung jU §. 114 über bie 
Umfange biefer Sfäc^en gefagt morben ifi. 



§. 118. 

3ufa|. !S)er Sn^aft beS ^riömatoibe fann a\x6) burc^ 
bie formet auSgebrücft n)er5en 

tvo J' unb J" bie Sn^aftc jnjeier ^riSmen bcbeuten, t?on 
hvxvx ba^ erfic baS arit^metifd^e SJlittet ber beiben ©runb^: 
pc^en unb bai jn)eite bie mittlere S)ur^fc^nitt8p^e beS 
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^riömatoibs jur ©nmbfläd^e ^at, unb beten ^ö^e gteic^ 
6er ^ö^e bee ^riömatoibö ijl. 

X>iefc gormel ergicbt jlc^ burc!^ bic ^fuflöfung ber ©lei^ung (3.) 
be8 vorigen ^atrtgrap^en. SJtrtu fatm jle aiic^ birect au8 ber 
fjotmel btB §. 116 erhalten. 

§. 119. 

Aufgabe* 5E)en Sn^att eines beliebigen gegebenen ^xxQ- 
nratoibS ju bered^nen. 

?fuf[öfung. 3)a mit bem ^riamatoib unmittelbar befTen beibe 
®runbftäd)eu gegeben jinb, beren 3n^aft8berec^nung nad) ben 
betrefenben Jftegeln ber Planimetrie gefc^eben fann^ fo fommt e@ 
nur noc^ barauf an, bie mittlere S)urc^fd^nitt8p^e be8 ^riömas: 
toibS Ijerjujieffen unb ju berechnen. Stac^ §.114 fann man bie 
mittlere JDurc^fc^nittSpc^e erhalten, menn man äffe ©eitenfanten 
beS ^ri8matoiba [jalbirt unb bie ^albirungSpunfte burdb ent^ 
fprec^enbc gerabe ßinien üerbinbet. SSei einfallen ©efialten l^at 
^iernac^ bie SSerec^nung ber mittleren 3)ur^fc^nitt8päc^e feine 
©(^mierigfcit:; in Dermidfelten ?5äffen aber Derfä^rt man am beflen, 
tümn man ben ©runbri^ bt^ ^riSmatoibS confhruirt, — ma8 
baburdb gefc^ie^t, ba^ man fämmtlicbe gtfen unb Ä'anten be8 
^riSmatoiba auf bie Sbene ber untern (Srnnbflät^e projicirt, 
f. §§. 16 unb 18 — unb in biefem ©runbrifTe bie mittlere 35ur(^:' 
fc^nittapt^e mie üorfietjenb ^erfiefft. Sflabann ^at man in (giner 
??igur bie beiben ©runbpc^en unb bie mittlere S)urc^fc^nitt8:s 
pc^e üor fic^ unb fann feiert bie 3nf)alt8beret^nung berfelben 
nuafü^ren. 
SSeifpiel. (g8 fieffe gigur 43 ben ©runbrif eine8 ©rbbammea 
Sifl. 43. üor, melier burd) bie gbene 

e AEID fenfred^t abgefc^nitten ifl. 

ji^^^,,J <^ ®i^ untere ©runbp^e ifl ein 
^^T'/i Srapej ABCD, bie obere ®runb- 

"[-^(^ / Päc^^ ^"^ ^*^"f^* EFGHI, unb 

]^y y / bie nad) bem üorjlebenb angejeig^^ 

"" \C \/ *^^ aSerfa^ren bergejlfffte mittlere 

^ nV 3)ur(]^fc^nittap(j^e ein ©ec^aetf 

^ abcdef. 



f 
1 

K 

E 
L 
a 
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a5ie gegebenen 35imenflonen feien folgenbe: 

gür bie untere ©runbfläc^e AB = 90', CD = HO', AD = 65'. 

gür bie obere (Srunbftät^e EF = 70', JE/ = 30', MF = MH = 

2)ie ©reite ber SBöfc^ungen AE = 20', 1)1 = 15'. 

33ie §ö^e beö @rbbamme8 ä = 15'. 

35arau8 folgt für bie mittlere 3)ur^f^nittSftä(^e ab = 80', 
Lc = 87',5, Id = 9r,5, /'^ = 90', aL = 7',5, L/ = 32',5, 
If=l\iy unb bie Sn^altöberec^nungen ergeben folgenbe Jftefultate: 

= 6500 D' 
g = 2325 „ 

M = -^±^ = 4412,5 „ 

D = 4337,5 „ 
mithin (§. 116) 

J = A (j»f + 2D) = 65437,5 Sub.' 

ober in ©c^aci^trut^en ä 256 Sub/ 

J = 255,62 @(^a(^trut^en. 

S)er Sn^alt be8 ^riöma J' = ä^ (§. 117) mirb = 258,55 @(j^.^ 
alfo um 2,93 ju groß 5 ber Sn^alt beö ^riSma J" = HD mirb 
= 254,15 @^..^ alfo um 1,47 ju flein^ unb au8 beiben erhält 
man tüieber (§. 118) 

/= /+^ ^ 255,62 ©(^ac^trut^en. 

Slnmerfung. 35a6 ^ier angejeigte SBerfal^ren jur 3n^alt8= 
bere^nung ifl für alle ^riSmatoibe ol)ne ?fuana^me anmenbbar. 
3n befonberen fjäffen jinb jeboc^ no^ befonbere Siereinfat^ungen 
mögli^, wie fot(^e8 bie nädjjlfolgenben ^aragrapljen meiter au8:= 
führen. 



§. 120. 

Aufgabe. 35en ^n^alt eine« (S<)^cniöfen ju bered^neu- 

STuflöfung. S)a bie obere ©runbfläc^e be8 ©p^eniafen (§. 107) 
jic^ auf eine ©ti^ueibe rebucirt, fo ^at man in ber allgemeinen 
formet be8 ^ri8matoib8 5^ = ju fefeen. ®8 rtirb alfo üf = |G 

SBBittflein'd Stenu-aHat^ematif. II. 93b. 2. %6t^[. 6 
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(§. 116), unb für ble Sn^altSbercc^nung be8 ©p^eniöfcn erhält 



man 



. Al-^ 



j = ^(iG + 2D).^-^ 



X>ie mittlere !Durcljft^nitt6pd|e beS ©p^enisfen ^at, lüeiin bie 
^fnjal^l i^rer ©eiten berjenigen ber ©runbpdje gleich ijl, immer 
axxi) mit ber (Srunbp^e gleiche SBinfel. 

S)er einfac^fie ?5aff beS ©p^eniöfen ifi berjenige, befTen ®runb=5 

flä(^e ein Sled^tetf unb bejfen ©djneibe mit jmei parallelen ©eiten 

ber ®runbp(^e paraM ifi, tüie ABCDEF, f?igur 44. ©efet man 

»tfl. 44. ^5 = A, AD = B, unb £F = a, fo tüirb 




i»r = 



A.B 



D 



A + a 
2 



folglicf) 



j h rA.B . 



(A+a)B 



B 
2 

) 



lüofür man aut^ fefeen fann 



3.83. i4 = 30', B=12\ a = 2i\ h = & giebt J=1344 Sub/ 
5«ac^ §. 117 tüürbe mau ^aben / = 1440 (^ni:, alfo um 96 ju 
groß 5 unb J" — 1296 Sub.', alfo um 48 ju Hein. 

S)er ^ier betrachtete ©p^enisf ^at bie befonbere gigenfc^aft, baf, 
wenn man in i^m -4 = « annimmt, Jf — D wirb, unb mithin fein 
3n^alt eben fo wo^t burci^ bie fjormel J=hM wie burc^ bie Sormel 
J = hD gefunben werben fann (f. §. 117 Sfnm.). 

SBeniger einfalle ?5ormen be8 ©p^eniafen ftnb bie beiben fol=? 
genben. 

aSeifpiel 1. 68 fei gig. 45 ein ©ptjeuiaf, beffen ©runbftä^e 
»tfl. 46. baQ ©ec^Setf ABCDEF, beffen ©c^neibe 

a ja GH parallel ben ©eiten AB unb ED ber 

©runbpdje unb beffen mittlere 3)urd^:^ 
ft^nittSp^e ba& ©edjöedf abcdef ijl. 

'D ferner befiele bie ©runbp^e aua bem 

f^Cf gleite* ABDE, bejfen ©eiten AB = 17' 

unb AE = 12', unb btn beiben gleid^s^ 

fij^enfeligen 3)reietfen AEF unb BDC, beren 
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§ö^c LF =^ KC = 3'. ©nbli^ fei bie @d)ncibe GH = 11' unb 
bie ^ö^e bc8 ©p^cniöfen ä = 8. Sfu8 bicfcn :E)imenjloncn tt^ 
gicbt pi^ 

G = 240 D', D = 93 D', 

« / = 816 Su6; 

5«adj §. 117 mürbe man ^aben /' = 960 Sub/, alfo um 144 
ju gro^i unb / = 744 Subif/, alfo um 72 ju «ein. 

85eift>iel 2. ®8 fei ^g. 46 ein ©p^enisf, bejfen ©runbpc^e 
»ifl. 46. 5er 8l^ombii8 ilÄ€2>, bejfen ©c^neibe EF 

E F parallel ber diagonale -4C ber ©runbpd^e, 

AnT ^ unb bejfen mittlere S)ur(^f(i^nitt6päc^e ba8 

[V^K / M @ec^8e(f aftcrf^/* ijl. 

""f ^^Lp ^^ gerner fei ^0= 12", BD = r, EF = 8", 

N^^r^^^^""^ folglich 

J = 2331 Sub." 

^aä) §. 117 mürbe man ^aben /' = 210 Sub.", alfo um 231 
ju Hein 5 unb /" = 245 Sub.", alfo um llf ju gro^. 

Slnmerfung. 35a8 fi^ief abgefc^nittene breifeitige ^ri8ma, 
für meines einige Se^rbüd^er eine befonbere gormel jur 3n^alt8s= 
bered^nung entmitfeln, iji nichts anbereS, al8 ein Dierfeitiger ®if^t^ 
ni8f, bejfen ©runbpc^e ein Srapej ober Parallelogramm, unb 
bejfen ©c^neibe mit jmei parallelen Seiten ber ®runbp(^e 
parallel ijt. 

SBenn im @p^eni8fen au^ bie untere ©runbp^e jid^ auf eine 
©d^neibe rebucirt, fo entjle^t ba^ Setraeber §. 105. S)enn fe^t 
man ö = 0, fo t;at man mieber bie gormel be8 §. 105. 

§. 121. 

Aufgabe« a5en Sn^att eines Obelisfen ju bered^neti. 

Sfuflöfung. ?5ür ben Dbeli8fen (§. 108) bleibt bie attgemeine 
gormel §. 115 ober §.116 unoeränbert bejle^en. (g8 tritt ^ier 
nur bie befonbere (grleidjterung ein, bc\^ bie mittlere 3)ur(^fc^nitt8^ 
fläche immer mit beiben ©runbp^en gleich Oiel ©eiten unb gleitfje 

6* 
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SBinfcI ^at, unb baf jebc @eitc berfclben glei^ bcm arit^mctift^cn 
SJtittcI jwrier cinanbcr correfponbirenbcn Seiten ber beibeu ®xnnb^ 
fTäi^en ijl. 

2)er einfac^jle gall beS Dbeliafen ifi berienige, in tvtlä)zm bie 
©runbflä^en giedjtedfe fmb, mie ABCDEFGH, gig. 47. ^ 

©efet man i<5 = ^4, AD = B, EF = a, 

EH = i, fo tüirb 

^ = 2 ' ^=—2 2—' 

folgli^ 

A fÄ^B + a.b .(A + a)(B + b)'\ 
•'-"TV, 2 f" 2 J 

^ wofür man einfacher fefeen fann 



gig. 47. 

e/1 1^ 


1 

r 
i 


*7 pT 


l 




"A 


/ 'ö 1 


\ 


K V 



ober anc^ 



B 



•^=4[(^ + i«) ^^(a + i^)ft]. 



3. 83. il = 30', B = 12', a = 24', 6 = 8', Ä = 6', giebt 
J= 1632 Snb.' 9la^ §. 117 würbe man ^aben /' = 1656 Sub,', 
alfü nm 24 ju gro^^ unb J" = 1620 Sub.', alfo um 12 ju Kein. 

Ober il = 30', B = 12\ ö = 8', J = 24', Ä = 6', giebt 
J=: 1920 Sub.' 3laä) §. 117 mürbe J' = 1656 Sub.', alfo um 
264 JU flein^ unb J" = 2052 Sub.', alfo um 132 ju groß. 

35er ^ier betrachtete iDbeliÖf ^at bie Sigenfdjaft, ba^^ wenn man 
in i^m irgenb jwei correfponbirenbe Seiten ber beiben ®runbs= 
flächen glei^ gro^, j. 83. A = a annimmt, M = D wirb unb mib= 
^in fein 3n^alt eben fowo^I buri^ bie Sormel J=hM, wie bur^ 
bie Formel J==hD gefunben werben fann (f. §. 117 ?rnm.). 

Sfnmerfung. XiaS f^ief abgefdjnittene ^arallelepipebon, welches 
einige ße^rbü^er be^anbeln, ift ni(^t8 anbereS, al8 ein üierfeitiger 
SDbefiaf, bejfen ©runbp^en Srapeje ober Parallelogramme jinb. 



§. 122. 

Aufgabe. S)en Sn^alt einee ^^ramibenflumpfs ju 
beregnen. 
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Sfuflöfung. 33er ^tjramibcnflumpf (§. 109) ijl ein befonberer 
Satt be8 DbeßSfen, mib mithin fann bie Sn^alt6beret^nung be§s: 
felben unmittelbar nac^ ber Siorfc^rift be8 vorigen Paragraphen 
ausgeführt rterben. 3nbeffeu bietet ber ^^ramibenjlumpf bie 
bemerfenömertbe Sigent^ümfic^feit bar, ba^ {xij ber Sn^alt feiner 
mittleren 35ur(f)fc^nittSfIäcbe, ober D, unmittelbar au8 ber bfo^en 
Äenntni^ ber 3n^alte ber beiben ©runbpc^en, G unb g, ableiten 
läßt, moburt^ bie Sn^altabere^nung beS Äörperö nic^t feiten eine 
(Erleichterung finbet. 

(g8 feien A unb a jmei einanber correfponbirenbe ©eiten ber beiben 
©runbfläc^en G unb g, mithin nac^ bem vorigen Paragraphen 

ji-La 

-^ bie i^nen correfponbirenbe ©eite ber mittleren Xinrc^fc^nittö^: 

fläche D. 35a bie brei ?5lä(^en G, g unb B äljnlit^e giguren jinb 
(§. 101), fo ^at man na^ «pianim. §. 260 



a 

woraus 



A+± = vj-..V-D 



mitbin _ __ 

yjr_ VG+Vg 

hieraus erhält man 

4 

b. ij. bie mittlere S)urt^f^nittafläc^e beS ^^ramibenfhimpfs ift 
gleiti^ bem arit^metif^en SJlittel au6 bem arit^metifc^en unb bem 
geometrif(^en SJlittel ber beiben ©runbflä^en. 3uglei^ le^rt biefer 
SfuabrudP, bc[^ bie mittlere 35urc^fc^nittSfläd^e immer Heiner als boÄ 
arit^metifc^e SJlittel ber beiben ©runbpc^en, b. ^. P < Jlf ijl 
(f. 9frit^m. §. 154), mithin bie Formel J' = hM bin Snbalt beS 
^tjramibenfhimpfS immer ju groß, unb bie fjormel /" = hl) biefen 
3n^alt immer ju Hein liefert (f. §. 117). 

©efet man ben üorfte^enben SßertI? üon B in bie allgemeine 
Sormet §.115 beS ^riSmatoibS, fo fommt 



, f£±i 



Stniomitrii. 



Ktlijt Sormtf fiitben ®tbeaui) ^äufig fe^c beijuem ijl. 

Sine glric^faffe ft^t 6equtme iJormtl jur 3n^a[tetterH:^nung bee 
^^ramibenputmjfe re^äU man, ireiiii man baS SBer^ättnip jroein: 
correfponbirenben ©eiten btt 6etben (Sjruubftni^en, j. ffl. ^ : «, in 
bit 9lei^itutig einführt. @3 t|l nämlti^ nai^ ^lantm. §. 259 

G:g = A':a' 
lootauS 



unb tomn mnn bUftn fHJert^ Bon y in bit SfuSbrüät für M, D 
utib J fet;t, fo fommt 

unb 

5i9- *8. Seifpitt 1. (59 fei in einem sp^tiimiben= 

Iturapf, gigur 48, G = j*ßCI>£ = 250 D", 
g = FGBIK = 160 D', Ä = 24'. arsbann 
wirb nai^ (1.) 

J = 8. (250 + 160 4-200) 

= 4880 6ub/ 

Ober e8 fei in bemfetbeii ^^ramibenftnmijf 

G = ABCDE = 250 D\ A : a = AB : FG 

= 5 : 4, A = 24'. STtebanii roirb titii^ (2.) 

= 4880 Sub.' 
SSenn moii Jtf unb D befonberS berechnet, fo erhält mnn 

M = 205 Ü', D = 2021 Q". 
9la^ §. 117 trirb ^ietfluS J' = 4920 Sub.', alfo um 40 ju flrof ; 
iinb J" = 4860 Sub.', a(fo um 20 jii «ein. 
Seifpiel 2. @a feien A unb a jicci einanber torrefponbirenbe 
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©citen ber bciben ®xnnb^i\ä)m unb h bic §ö6e cineS rcgcltnä^iflen 
fcreifcitigen ^^ratnibcnjlumpfö. S)ann ijl fein 3n^alt 

§. 123. 

Aufgabe. S)en Sn^alt eine« Slnti^^riSma ju berechnen- 

?[uflöfung. 3m Sfnti:::^riama (§. 111) f)at man mcgcn ber 
(Songruenj ber beiben ©runbp^en G=: g, folglich gel^t bie attge^ 
meine Formel §. 115 für bie SntjaltSbeftimmung in biefem befon^ 
bern ?5atte über in 

J=A(G + 2P). 

Die mittlere S)ur(f)fc^nitt8f[ä(]^e beS 9(nti:=^ri8ma ift ein «Polygon 
ton boppelt fo üiel ©eiten, als Jebe (Srunbpt^e, bie Seiten biefeS 
^ol^gonS jinb bie ^äfften ber i^nen correfponbirenben ©eiten ber 
beiben ©runbpdjen, unb bie 9BinM beSfelben Rängen üon ber 
Sage ber (Seiten ber beiben ©runbpti^en ju einanber ab. 

S)ie mittlere 35ur(^fc^nittSp(^e ^at immer mit jeber ber beiben 
©runbpc^en gleichen Umfang. 

3m regelmäßigen ^Tnti^j^riamo- ifl bie mittlere 35urc^f(^nitt8pc^e 
ein regelmäßiges ^ol^gon t?on boppelter ©eitenja^I unb ^alb fo 
großer (Seitenlänge als jebe ©runbpc^e. 

fBeifpiele. 1) @8 fei a eine @eite ber ©runbpt^e unb h bie 
^öl^e eines regelmäßigen 9f nti :? sprisma. Sflöbann ijl für ein reget 
mäßiges breifeitigeS ?fnti:5spriama, Sig. 49 

ü JS ^ = — 4 — f ^ — 8 

folglid^ 

_ aH Yz 
J ^— 

(Sinb bie (Seitenpc^en biefeS Sfnti^^riöma 
gleic^feitige (Dreiedfe, fo l^at man ein regelmäßiges 
Dctaeber (§. 74). 

2) ©benfo für. ein regelmäßiges DierfeitigeS ?f nti - ^riSma, 
t?ig. 50, wirb 





''(1+V^ 



fotglid 



_a*h(2+V^ 



©inb 5ie @eittiiftäi^tu öief^ ^ntis^ri9ma 

glEid)feiHge 3)rri(cCe, fo t(l tt (in Wri^imtbi« 

ft^tr Äörptr (§. 75). 

Sfiimerfijnfl. '3in tEflefmäßigm §[nH = sprieraa ip, toie fn^on 

Etif btibm üotfle^tiibeu SBfifpiete be|lätigfn, immer P>C. 3!)ie8 

fann leitet auS ^tlnnim. §. 265 in SBetttinbung mit Srigon. §. 55 

teroiefen roetben. 

§. 124. 

^[ufga&e. ®en Sn^alt eines SlntisO&fnafm ju Stret^nm. 

Sfuflüfuiifl. Sür bell Sfnti=IO&EliäfEn (§. 112) bleibt wiebee 
bie ungemeine gormel §. 115 ober §. 116 bt9 *prt9matoib6 uimets 
änbert beteten, unb tS tonnen befonbere giteic^ternngen für 6es 
fonbere Sälle [jier nii^t gegefien metben. 

3m regelmäftigen 9fnti=D6en9fen ip bie mittlere 5)un%ft^nitt8= 
ftüc^e ein ^albregelmäßigeS ^ol^g^u, niie Srigon. §. 92. 

2fl9 ffleif}){e[ möge bcr fofgenbe Satt bieneii. 3n bem Sfnti» 
Dbeliefen, ^lig. 51, f» 6« ©runbfläe^t G = ABCD ein SÄ^ombue, 
gifl. öl- unb bie ®runbf[(ic^e g = EFGB ein SSei^tetfJ 

bejfen Seiten bejie^unggroeife paxaM ben 
Xiiagontilen AC unb BD beB 3l()ombu8 unb 
fiali fo tnng (it9 biefe fnib. 69 ifl tilfo 
$ = \ G. I)ie mittlere Slur^fi^nittefiäc^e 
D = abcdefgk njirb ein Sfc^tfrf, unb bit 
8 ©eitenjTät^eu roerben nfa glei(^f^enretige 
Xireierfe BotnuSflefefet, iffieiin man nun 
roie im §. 119 ben ®tunbrif biefe9 ?fntia 
Dbeli9feu tonflruitt, fo tinbet mtin leitet 

M = ^G, D = iG, 
unb 

J = iGh. 
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3. 85. AC =n 24 ', BD = 15", h = 24" gie6t J = 3600 Sub." 
= 2^eub.' gfla* §. 117 mürSe man ^aben / = 3240 Sub.", 
alfo um 360 ju Hcin^ unb /'=3780 Sub.", atfo um 180 ju gro^. 

klimmt man AC = BD, fo tvxxb btx Körper ein regelmäßiger 
öicrfeitiger Sfnti^^SDbelief, in melt^em bie Heinere (Srunbfläc^e bie 
Hälfte ber größeren beträgt. 

§. 124«. 

&el^rfa|. aSejei^net man in einem ^riömatoib mit G 
unb g bie beiben ©runbflä^en, mit h bie ^ö^e, unb mit 
1} irgenb eine btn beiben ©runbflci^en paxaVitU ©ur^^ 
f^nitteflä^e, in ber §ö^e = xh (n)o x einen äd^ten ?8tnä) 
bcjei^net) tjon ber ©runbflä^e G au8 gered^net, fo tt?irb 
6er Sn^alt beö ^riömatoibö bur^ bie ^?ormeI auögebrücft : 

2)er 93 eh) eis fann genau nac^ bem (Sänge bea erjlen 83eiüeife9 
in §. 115 an ber Sig. 41 gefü[;rt rterben. 35er jlüeite SSeireiö in 
§. 115 ijl für biefen Btretf nic^t anmenbbar. 

35iefer @a| ifi eine Sieraffgemeinerung beS ße^rfafceö §. 115, in^ 
bem ^ier nidjt me^r bie mittlere Durd^fc^nittafläci^e, fonbern eine 
in beliebiger §ö^e burc^ ba8 ^riSmatoib gelegte S)urc^f(^nitt§ftä(]^e 
ber 3n^altSberec^nung jum ®runbe gelegt rtirb. @e^t man in biefer 
Sormel a? = |, fo erhält man wieber bie ?5ormel beö §. 115. 

Sfnmerfung 1. 35iefe allgemeine ?5ormel für ben Sn^alt beS 
^riömatoibS bietet bie bemerfenSmert^e 6igentt)ümtid)feit, bQL% man 
in i^r burt^ angemeffene Wnnal^me für x eine ber beiben Orunb- 
ftät^en fann jum SSerf^winben bringen, ©efet man nämli^ ^ = 1/ 
fo oerft^trinbet G unb man erhält 

unb fefet man a? = |, fo oerfd^minbet g unb man erhält 

</ = 4(ö + 3i>). (3.) 

S)iefe beiben ?fu8brü(fe finb übrigens ibentif^. 35enn in jebem 
berfelben bebeutet D bie in | ber §b^e bee ^riSmatoibS, oon ber 
in il^m enthaltenen ©runbpt^e g ober G au8 gerechnet, gelegte S)urc^s 
ft^nittefläc^e. 
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?5ür bcn @p§cniöfcn ^at man j = ju fe^en, alfo tüirb auö 

(2.) bcr Sn^alt beSfclben 

J = lDh (4.) 

tüo P bic in f ber §5^e, Don bcr ©t^neibc auö gcrcti^nct, gelegte 

3)ur(^f(^nitt8p(i^e bebeutet. 3n biefer ?5ormeI jtnb beibe ©runb^: 

p^en Derfd^munben. 

Sfnnierfung 2. J)ie ^ier gegebene SSerattgemeinerung ber 3n= 

^altöformel fftr ba^ ^riömatoib t)at §err %f). ©inram gefunben 

unb in ®runert'8 Wrtfcit), Sali 1879, befannt gema(^t. @ie ifl 

burij^ i^re 9fffgemeint)eit fe^r mert^üoll unb bemerfenömert^, tüenns^ 

qU\6) man in ber ^rajriS mo^I nur in felteneten fjäffen ©elegen^eit 

^aben mirb, üon i^r ©ebraucb ju machen. 

3nl|alt in Polistin. 

§. 125. 

Aufgabe* S)en Sn^alt eineö beliebigen ^ol^eberö ju 

bcred^nen. 

Sfuflöfung. 

(Srfte SJlet^obe. ajlan jerlege ba^ gegebene ^ol^cber burc^ 
©benen, wel^e burct) einen gegebenen ober wifffürlit]^ angenommenen 
^unft im Snnern beSfelben gelegt merben, in ^^ramiben, beren 
©runbpi^en bie ©eitenpc^en beS ^oI^eber8 fmb unb beren ge:= 
meinfc^aftU(^e ©pifee ber bejei^nete ^unft im 3nnern beö fpoI^= 
eberö ijl, unb beregne bie 3nbalte biefer ^^ramiben. J)ie (Summe 
berfelben liefert bm gefugten Sn^att. 

3iteite 50tet^obe. ajlan jerlege ba^ gegebene ^oIt;eber burt^ 
(Sbenen, n^eldje burc^ bie ©tfpunfte beS ^ol^eberS einer unb ber^^ 
felben gegebenen ober roittfürlit]^ angenommenen Sbene parallel 
gelegt merben, in ^riSmatoibe, unter benen auc^ einjelne ^riSmen 
unb ^^ramiben oorfommen fönnen, unb berechne bie Sn^alte biefer 
^riömatoibe. S)ie Summe berfelben giebt ben gefugten Sn^alt. 

?fnmerfung. SJtan oergleidje hiermit bie beiben 50tet^oben 
}ur 3n^alt8bere^nung einea ^ol^gonS, ^fanim. §. 266. 

§. 126. 

ßel^rfal- 5Die Sn^alte Ä^nttc^er ^ol^cber üer^alten fxä) 
iu einanber tt^ic bie Suben ber äct^Ien, mlä)t ba& ^tx^ 
i^ältni|i i^rer gteid^ttegenben Tanten auöbrüdEen. 



\ 
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gig. 52. 




SSorauafefeung: 

ABCDEF CV) GHIKLM 

AB:GH:=::K:k. 

fjolgcrung: 
ABCDEF : GHIKLM = iT : Ä^ 



Serociö. 1) 3)ie gegebenen ä^nlici^en ^ol^eber feien ^^ramiben, 
gig. 52, bereu ®runbpd)en ABCDE = G unb GHIKL = g unb 
bereu §ö^en FN=H unb MO = h finb. 9ta(f) §. 104 ^at man 

ABCDEF = ^, GifJ/TLilf = ^, 

folglich 

ABCDEF : GHIKLM =G.H:g,h. (1 .) 

©obann ifl nac^ §. 82 unb «pianim. §. 259 

Gig^K" :k\ (2.) 

SBenn man ferner bie beiben ©tfen A{BEF) unb G(HLM), ml6)t 

x\aä) §. 82 congruent jinb, jur Xietfung bringt, fo rtirb FN || MO, 

folglich 

FN:MO = AF: GM 

unb ba uat^ §. 82 gfei^fattS 

AF:GM = AB: GH 

fo folgt 

FN:MO = AB: GH 
b. i. 

i/ : A = iT : Ä (3.) 

?fu8 (2.) unb (3.) erhält man 

G.H:g.h = JC:ie (4.) 

unb enblit^ au8 (1.) unb (4.) 

ABCDEF : GHIKLM = K^ : ¥ 
tu, j. b. tu. 

2) SBenn bie gegebenen ä^nlic^en ^ol^eber nic^t ^^ramiben 
jinb, fo bringe man jie naäj §. 81 in ein ©tra^ilenf^ftem, beffen 
©tra^Ienpunft in ba^ 3nnere ber Ä'örper fällt, unb jerlege fte na^ 
ber I. SJtet^obe beS t)origen ^aragrapl^en in ^^ramiben, beren 
gemeinfdjaftlic^e ®pi|e biefer ©tra^Ienpunft ijl. 2ff8bann fmb 
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bicfc ^^ratnibcn paariüeife ä^nfid), mithin gilt üon i^nen ber üorige 
®^Iuf, lüelc^er bcmnadj and) für i^re (Summen, b. i. bie gegebenen 
^oft)eber gültig ifl, tv. j. 6. tv. 

aSeifpief. 9Jlan l^abe Don einem ®tbtxubt, einer 50taf^ine u. bgL 
ein SJtobell nai) verjüngtem SRaßftabe angefertigt, fo ba^ 40' 
biefeö 9Jla^ftabe6 bie Sänge üon T einnehmen. 9(l8bann Derl^alten 
[xij jebe jtüei gfeic^liegenben Amanten be8 SRobellS unb beö mirfli^en 
©egenjlanbeS ju einanber tüie 1 : 40, folglid^ uad) bem üorfte^ens^ 
ben ßebrfafee bie Sn^alte ju einanber tüie 1 : 64000, ober man 
muß baB SJIobell 64000 mal lüieber^olen, um einen bem toirflit^en 
©egenjlanbe in^altögleic^en Ä'örper ^erDorjubringen. 

?fnmerfung. S)en üorjle^enben ßefjrfafe fann man vermöge 
§. 97 anä) auSbrütfen: 

35ie Sn^alte ä^nlic^er ^ot^eber üer^alten [x6) ju einanber n?ic 
bie Sn^alte ber SBürfel, rtelc^e über gleidjUegenben Äanten berfelben 
confhruirt rterben fönnen. 

§. 127. 

3ufa|. ©lei^Iicgenbe Tanten ä^ntic^er ^ot^eber üer=: 
galten jl^ ju einanber tüie bie gubitourjeln auö btn ^^^ 
ten, tüeld^ie ba^ SSer^äftnif ber Sn^altc biefer ^ol^eber 
auöbrücfem 

SBolIte man j. 93. ein ^olt;eber conjkuiren, tüelc^eS einem ge- 
gebenen ä^nlic^ unb no^ einmal fo gro^ al8 baSfelbe märe, fo 

müßten ftc^ bie gleidjiiegenben Ä'anten beiber wie 1 : V2 üer^at 
ten. S)lit biefer ?fufgabe i)abm jicb bie griec^ifc^en SJIat^ematifer 
Diel bef^äftigt, bei benen |ie unter bem Slamen ber Sfufgabe üon 
ber SSerboppelung beö SBürfelS berühmt mar. 2Jlan nannte jte 
aud) ba^ 3)elifd)e Problem, unb mad^te ba^ Dxafd beS 9fpoIIo in 
©eloa jum Urheber berfelben. 2)ie ©ti^iüierigfeit lag in ber tJorbe* 
rung, bie Äante beö boppelten 9Bürfel8 bur^ eine Sonjlruc- 
tion ju finbenj biefe Sfufgabe läßt fxc^ üermitteljl ber geraben 
ginie unb be6 ÄreifeS allein eben fo trenig auflöfen, tüie bie Auf- 
gabe t)on ber S^eitung beö SBinfelS in brei gleidje Steile (üergl. 
?frit§m. §. 191, 9fnm.). 
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fünfter Sffcft^ttitt. 
SSon ben runben jt9r|3erm 



§. 128. 

@rf(ärung* Unter einem ß^Iinber üerfle^t man einen 
^8r<)er, tt?el^er t)on in)el ^jaraffelen unb congruenten Ärei:= 
fen als ©runbft fidlen, un6 tjon einer frummen ^i&i)t 
t?on 6er SSefc^affen^eit, 6af Jebe gerabe SSerbinbungöIinie 
5er @n6|)untte imitx i^arattelen .galbmejfer 6er beiben 
©runbfldd^tn ganj in jie fällt, aU ©eitenffäd^e begrenjt 
»irb- 

®ie ^ö^e bee (S^Iinberö ifi ein ^er<)enbitet itt)if^ett 
feinen beiben ©runbfläc^en. 

3)ie gerabe ßinie, meiere bie SJtittelpunfte ber beiben ©runb:^ 
flächen üerbinbet, ^eift bie ?fc^fe beS S^linberS. 3ebe gerabe 
ßinie, tüelt^e bie (gnbpunfte jtreier pataMeu §albmeffer ber beiben 
©runbp^en üerbinbct unb in bie ©eitenpc^e beS S^linberö fällt, 
tüirb eine (Seitenlinie beS ®t;Hnber8 genannt. 

3)ie ©eitenfinien beS St;Iinber6 fmb fämmtli^ ber ?fc^fe gfeit^ 
unb parallel. 

§. 129. 

^rflarung* ®in geraberS^tinber ift ein (S^tinber, 
bejfen Slc^fe redbttt^infelig auf feinen ©runbflä^en fle^t. 
3eber anbere ß^Iinber ift ein fc^iefer ß^ftnber. 

35ie (Seitenlinien beS geraben ®t;linbera fielen gleic^faffö re^t- 
winfelig auf bzn ©rnubp^en, unb fxnb, gleic^trie bie Sft^fe, ber 
§ö^e be8 S^tinberS gteic^. 

@inen geraben S^linber fann man fxc^ entftanben benfen burc^ 
35re]^ung eines Jftec^tetfö um eine (Seite beafelben. 

§. 130. 

Sel^rfa|. 3n einem (S^tinber ifi Jeber ber ©runbp^c 
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ijaraHete ©uttfifdinHt ein Ärrtfl, unb bex ©ninfcflä^e totis 
gruent. 

S<a- 63- 

SSotauefE^ung: 

ABCD ein d^lintft. 

ak II AB. 

golgerung: 
Oab = AB. 

SetDcie. aJlaii legt buri^ bie 9f(^fe EF beB (StjlinbetB ABCD, 
^g. 53, unb bie tDiOCilitii^ angenommenen fünfte c unb d ber 
^erit3^eri( ber Surc^fdjnittflfiflur ab bie briben Ebenen EFBG iinö 
fifÄ/, tteli^e bit beiben ©tuiibpäi^en in ben §al6mefferu EG unb 
EI, FH unb FK, bie frumme Dberftär^t in ben Stitenliiiien 6B 
unb /Ä, unb bie 35uti^fi^nittSfiflur in ben geraben Sinien ee unb 
ed ft^neiben. 9f[9bann ent|h^en Me ^oraUelogronime EGce unb 
Eide, in benen mithin 

ec = EG, ed = El, 
ijl, ItorauB wegen EG = EI folgt 

ec = ed. 
3)0 biefer Si^Iuß gilt, iro man aui) bie *punfte c unb d im Um= 
fange ber Duri^fi^irittefigur ab annehmen mag, fo folgt, baf biefe 
Sigur ein ffteiö ift, unb e fein 9JIitteIpunft. UeBerbieS ift biefer 
ÄreiB, rotgen ee = EG, ber ©runb^äi^e tongruent, SB, j, b. tu. 

^fnmertung. ©in ber ®runbflä(^e ni^t tJnrnileler S)ur(^fi^nitt 
beB (Sk^IinberS giebt im WUgemeiuen eine Don bem greife Derf(^ie« 
bene Erumrae ßinir, rceldie ben Slomen ©tlipfe fii^rt. Xioife giebt 
eB im fdjieffn gljlinber aui^ einen ber ©runbpi^e nic^t (jarattelen 
J)urc^f(^nitt, ber ein ÄreiB ifi. 

§. 131. 

Se^rfag. Seber 6?Iin6et ifi einem $ri9ma Don glrii^cr 
©mnfcf[ä^e unb gleitet ^'6f}t in^altögteid). 

®er ©eroeis, roirb roie im §. 94 geführt, inbem man für einö 
bet bortigen ^riBmen einen Stilinber an bie ©teile fejst. 
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§. 132. 

ßel^rfa^* 5)er Sn^aft eine6 ß^Hnbctö tvixb flefunben, 
tvtnn man bie ©tunbflä^e unb bie $ö^e bcöfelben mit 
einanbet tnulttplicirt. 

Ober: SBenn r ben ^albmefTer btt ©ruubpc^e unb ä bie §ö^e 
eines StjfinbcrS bebeutet, fo ip ber Sn^att beöfelben 

3um aSemeife fe^e man für ben S^Iinber ein ^riöma üon 
gleicher ©ninbfläc^e =r*3t unb gleicher §ö^e =ä, welt^eö ifjm 
nac^ bem üorigen ^aragrapl&en in^altSgleic^ ip, unb berechne beffen 
3n^alt nac^ §. 98. 

©eifpiele. 1) SBie üiel Subiffu^ SBaffer faßt ein c^tinbrifc^eS 
SSafftn Don 25' S)urc^meJTer unb 3' §ö^e? 

Sfntm. 1472,6 Sub.' 

2) SBie Diel miegt eine ©äufe üon ©anbpein, beren Umfang 
82 (Zentimeter unb beren §ö^e 150 (Zentimeter beträgt, irenn 
1 (Subifmeter ju 48 (Zentner gerechnet irirb? 

?rntm. 3,85 (Zentner. 

3) SBie gro^ muffen §albmeffer unb §ö^e eines c^ünbrifc^en 
©efä^eö genommen merben, irenn beibe gleich gro^ fein unb ber 
3n^alt ein ßiter = 1000 ^nbr betragen fott? 

Sfnttü. 6,83 (Zentimeter. 

§. 133. 

Sel^rfa^. ®te ftumme Oberpd^e eineö geraben ß^tin:^ 
berö ift einem Sled^terfe gleid^, tpetd^eS bie ^ertp^crie ber 
©tunbfläiä^e jut ©tunbttnie, unb bie ^bf)t be8 ß^tinberö 
jut $ö^c l^at. 

Ober: SBenn r btn ©albmeffer ber ©runbpäc^e unb ä bie §ö^e 
eines geraben (Z^Iinbera bebeutet, fo beträgt ber 3n^alt ber frum:= 
men Oberfläche beöfelben 

Q = 2r3rA. 

SSemei^ö. SOlan benfe f\^ bie frumme Dberftä^e beS geraben 
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eijüntEte ABCD, mg. 54, (ben f. g. artniittl beS Sljlinbtr8) läiigfl 
eiiiec ©eitenlinie EF aufges 
fiiniittm uiib in eint dimt 
fliie9e6ttit(t, SflSbaim mt» 
ftcfit Ein SHe^tctf £" £" F' F, 
in meieren bie ©eiten E" E" 
unb f F" glcid) bm ^eri= 
(Jörnen ber ®nintipii(^en ilB 
unb CD, unb bie Seiten E F 
unb ß" F" fltei(^ ber Seitenlinie EF b. i. glei^ ber §ö^e be8 
g^IinberS ftnb. 

SBrnn nun r ber ^albmeffer ber ©runbpädje unb k bie $ö^e 
beB gljlinbetS ifl, fo wirb £" £" = F F" = 2rn, mithin ber 
3n^ntt bee fflei^teds, b. i. bie trumme D6erf[ä(^E beö StflinberS 
Q = ZricA, ro. j. b. rc, 

Seifpiel. 1) mit Diel Gunbcatmeter SSle* finb erforberli^, um 
eine ctjlinbrifi^e Sftö^re Doii 8 Seutimeter Xwti^mffT'er unb 2 SJIeter 
Sänge IjetjuPeKen? 
Sfntro. 0,5025 D" ober 5025 G™. 

2) ®in c^Iinbnfd)cr S&urm Don 18' 35ur^meffer unb 30' ^ö^e 
foH mit ffarbe beftrii^en roerben. SBie Biet Huabratfuf beträgt 
bie ju fiefheii^enbe gtdi^e? 
ainttD. 1696,44 O'. 

Sfnmerfung. Xier 3n&alt ber frummen DberflQ(^e einrö f^e? 
fen S^linberS tann bur^ bie §ülfemitte( bet Elementar = 9Jtot^e= 
matit nii^t befHmmt roerben. 

Der Ursel. 

§. 134. 
Srffärung. Unter eittem Äeget uerfte^t man einen 
^tpn, Wtiäiev »on einem Äteife a(6 ©runbftiä^e unb 
on einet frummen Stä^e fon btt Sef^affen^eit, baf iebe 
aus bet ©pifee nad) einem fünfte bet ^Ettp^erie bet 
©tunbfläi^e gejogene getabe Sinie ganj in fle fätt, als 
©eitenflä^e begtengt wirb. 

®ie ^ö^e bes ÄegelS ifi ein ^etpenbifet au8 feinet 
©pi|e auf feine ©tunbflä^e. 



Sanfter m\^n\iU 97 

3)ie Qttabt Sinie, tüeld^e bie ©pifee beS legete mit htm SJlittct 
punfte ber ©runbflä^e üerbinbet, ^ei^t bie Sfc^fc beS Tegels. 
3ebe gerabe ßinie, tüelc^e bie ©pifee mit einem fünfte ber ^eri« 
p^erie ber ©runbpc^e üerbitibct unb in bie (Seitenfläche beö Tegels 
fällt, tüirb eine (Seitenlinie beS Tegels genannt. 

§. 135. 

@rf(aning. ®in gerabet itegel ift ein ^eget, beflfen 
§C(^fe xtä)ttvintdxQ auf feiner ®runbflä(i^e fielet. 
Seber anbere Äegel ijl ein fd^iefer Äegel. 

®ie 9fc^fe bea geraben Äegelö ip ber §ö^e beSfelben glei^, unb 
olle (Seitenlinien be8 geraben Tegels ftnb unter ji^ gleich lang. 

@inen geraben Äegel fann man fxt^ entjlanben benfen burc^ 
3)re]^ung eines ret^tminfcligcn ®reiedf8 um eine Äat^ete beSfetben. 

§. 136. 

{^I^rfa^* 3n einem ^cget ifl \tbtx ber ©runbpd^e 
pataMt ©utd^fd^nitt ein ÄreiSj unb eö t) ermatten |l^ bie 
©tunbflä^e unb eine i^r |?ataffele ©urd^fd^nittsflä^e ju 
einanber tvit bie Cluabrate il^ret ?fbjiänbe tjon ber ©pifee. 




Sßorauöfe^ung: 
ab II AB. 

Folgerung: 
i) ab ein ^reiS, 
2) OabiQAB^ Ce' : CE\ 

aSettjeiö. 1) 2Ran lege bur^ bie Sfc^fe DC be9 legete ABC, 
Sig. 55, unb bie mifffürlic^ angenommenen fünfte f unb g ber 
^eripljerie ber ©urc^fc^nittSfigur ab bie beiben Ebenen DFC unb 
DGC, welche bie Orunbp^e in ben ©albmeffern DF unb DG, bie 
frumme Oberfläche in ben (Seitenlinien CF unb CG, unb bie ®ur^* 
f^nittöjigur in ben geraben ßinien df unb dg fc^neiben. SflSbann 
^at man au8 ^lanim. §. 210 

9Bittjiein*8 (Slrm. - anat^ematil. U. Sb. 2. «ßt^I. 7 
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CD : Cd=DF : df 
CD : Cd = DG : dg 

tüorauS ircgen DF ==^ DG folgt 

df = dg. 
S)a biefer ©iftluf gilt , tüo man au^ bie fünfte 
f imb g im Umfange ber 3)ur(^fi^nitt8figur ah 
annehmen mag, fo folgt, ba^ biefe f?igur ein 
^reiö ijl, unb d fein SJlittelpunft, tu. j. b. tu. 
2) 5rtac^ «pianim. §. 276 iiat man 

O«* : O ^^ = rfr : ^^. (1.) 

3|l ferner CA ba8 auö ber (Spifee C auf bie OmnbfräAe AB gefätttc 
^erpenbifel, meldte© bie CDurc^fAnittöpd^e in e rei^tminfelig fc^neibet, 
unb jie^t man DE unb de, fo wirb 

Cd : CD^df: DF 
' Cd : CD = Ce: CE 

folglid) 

df: DF^Ce : CE 

unb barauö 

dr:DP = Ce^ : CE\ (2.) 

?fn8 ben Proportionen (1.) unb (2.) folgt 

Q ah :Q AB = Ce^ : CE' 

to. j. b. h). 

83eifpiel. SQJenn man einen fiegel in falber ^öl^e mit einer 
©bene, treibe ber Orunbpt^e parallel ip, burc^fti^neibet, fo beträgt 
bie entjle^enbe ®ur^f^nitt8p^e \ ber ©runbpc^e. !l)enn in 
^g. 55 ifl atebann 

folglich 

O ah : O ÄBc=:i : i. 

Sfnmerfung. gin ber ©runbfläc^e nit^t paralleler 3)urc^fc^nitt 
be8 legete bringt in ber frummen Dberftäc^e beöfelben, je nadb 
ber uerfi^iebenen Sage ber f^neibenben föbene, brei befonbere Sfrten 
tjon frummen ßinien ^erDor, wel^e DorjugSweife btn 5Jlamen Äegefc 
fi^nitte f&^ren. @ie jlnb: 

1) bie eilipfe, welche ringsum gef^Iojfen ijl (fte entfielt anä) 
im S^Iinber, f. oben, unb begreift ben Äreiö al8 einen befonbcren 
gatt unter iid))\ 

2) bie Parabel, meiere mit jwei Sfrmen fx^ in8 . Unenblic^e 
erfhredft unb 



Ce : CE=l : 2 
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3) bie ^\)ptxbtl, mläjt mit üier ?frmen jl^ inS Unenblid^e 
erfketft. 

Die Betrachtung tiefer trummen fiinie bilbete fd^on bei bm 
©riechen unb bilbet nod^ ^eute bie wäij^t ?5ortfefeung ber ^fani^: 
metrie über bie gerabe ginie unb btn Ärei8 l&inauS. 

§. 137. 

Sel^rfa^. Seber ^eget ijl einet ^^ramibe i)on jlel^er 
©runbflä^c unb gleitet ^ö^e in^attögteid^. 

Der S3en}ei8 irirb wie im §. 102 gefül^rt, inbem man für eine 
ber bortigen ^tjramiben einen ^egef an bie (Stelle fe^t. 

§. 138. 

Sel^rfa^« ®et Snl^alt eines Äegelö tpitb gefunben, inbem 
man ©runbfläd^e mit $ö^e multlplicirt unb ba9 ^robuct 
feurc^ 3 5it?ibirt. 

Ober: SEBenn r ben §afbmeffer ber Orunbpd^e unb ä bie^ö^e 
einee ÄegcIS bebeutet, fo ijl fein 3n^alt 

3um S3e weife fe^e man für ben Äegef eine ^^ramibe üon 
glei^er Orunbfläc^e = r'jt unb gleicher |)ö^e == h, welche il^m 
na^ bem Dorigen Paragraphen in^altögleid) ip, unb beregne bereu 
Sn^alt nac^ §. 104. 

SSeifpiel. SCBie üielJftaum umfd^Iießt ein fegelförmigeS 3elt üon 
22' Dur^mejfer unb 15' §ö^e? 
SfntttJ. 1900,7 gub.' 

Her fiegrlßumpf. 

§. 139. 
@rf(Srung* Unter eintm Äegetflumpf ober afegcs^ 
flumpften^egel tjerfle^t man einen ^ör|? er, weld^er t?on 
jWei parattelen unb ungleichen Greifen alö ®runbftä(j^en, 
unb tjon einer frummen Städte Don ber JBefd^affen^eit, ba^ 
jcbe gerabe SSerbinbungöIinie ber @nb|?unfte jweier |?arattelen 
Jßalbmcffer ber Reiben ©runbfläiä^en ganj in fle fällt, aU 
Seiten ftä^e begrenjt wirb. 
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®er Äegelpumpf unterf^eibet fi^ üom ß^Iinber nur barin, ba^ 
feine beiben ©ninbpäd^en unglei^ jinb. ©eä^alb bleiben and) bie 
SSegriffe üon §ö^e, 9f(^fe unb (Seitenlinien, foirie t?on 
ger abe unb fc^ief, unücränbert wie beim 6t;Iinber. 

Der ^egelpumpf fanu ferner burc^ Verlängerung feiner (Seiten^ 
linien ju einem DoHfiänbigen Äegel ergänjt merben, toaS fu^ ebenfo 
wie fftr ben ^^ramibenflumpf §. 109 bemeifen läßt. Deshalb fann 
man auc^ fagen: ©in ^egeljlumpf ifl ein ^iJrper, tüeld^er übrig 
bleibt, irenn Don einem uottflänbigen Äegel burc^ eine mit ber 
Orunbflät^e parallele ©bene bie ®pifee roeggefc^nitten toixb. 

hierauf beruhet bie SSenennung Äegelfiumpf. 

§. 140. 

&]^rfa^. 3ebcr ^egetjiumpf iji einem ^^ramibcnflumpf 
Don gleiten ©runbfld^en unb gtei^er $ö^e in^alt09üid&. 

®er 35 eh) ei 8 fann ebenfo wie im §. 137 gefil^rt merben, na^ 
bem man btn Ä^egelpumpf ju einem üoHpänbigen Äegel unb ben 
^^ramibenpumpf ju einer uoHpänbigen ^t;ramibe ergänjt ^at 

§. 141. 

Sel^rfa^* S)er Sn^alt eines ^egelftum^jfö, wenn man 
mit R unb r bie ^atbmejfet feiner ©runbpd^en unb mit 
h feine $ö^e feejeiiä^net, beträgt 

J=^(fi«4.r* + Rr). 

S3etüei8. SJlan fefee für btn ^egeljlumpf einen ^^iramiben^ 
pumpf üon gleichen ©runbpt^en = JR*Jt unb r^n unb glei^er 
§ö^e = Ä, welcher i^m na^ bem Dorigen ^aragrapl&en in^altS^ 
gleich i% unb bered^ne bejfen 3n^alt nac^ ber affgemeinen gormel 
§. 116 be8 ^riSmatoibe, nämli(^ 

J=|(JBr+2D.) (i.) 

Xmn ^at man 

unb bie ©infefcung biefer SEBert^e in (1.) giebt ■ 



• Tth 
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b. i. einfacher 

j='^(ll«+r»+Rr), (2.) 

®9 ifl übrigens faum nöt^ig, für bie ?fntt)enbungen ^ij bie 
Sormel (2.) bcfonberö ju bcmerfcii, ba man in ber Siegel eben fo 
leitet unmittelbar nad^ (1.) rei^net. 

?[u^ ttjieber^olt pc^ ^ier mie für ben ^^ramibenjhimpf (§. 122)^ 
ba^ bie fjormcl / = AjM" ben 3n^alt beö Äegeljlumpfö ju gro^, 
bagegen bie t?ormeI /' = hD ben Sn^alt ju Hein liefert, unb ber 
geiler im erfien fjalle boppelt fo uiel beträgt ate im jttieiten. 

SSeifpiele. 1) SBie groß ip ber Snl^alt eineö Simerö, »eitler 
8" ©urt^mejfer am 83oben, 10" X>urc^meffer an ber Defnung, 
unb 11" §ö^e i)at? 

«fntm. 702,7 Sub." 35agcgen mürbe / = 708,4 gub.", alfo 
um 5,7 JU groß} unb /'== 699,8 (^nb.", affo um 2,9 ju Hein. 

2) ein JBaum (bie Äönigö:=@i(^e bei ^annot)tv), ml^tt bl8 60' 
^ö^e frei üon ?fejlen ip, Ijat in biefer ^'di)t einen Umfang üon 
8' unb am ©oben einen Umfang Don U'. SBelt^en Sntjalt l^at 
ber Stamm? 

Sfnttt. 592,05 Sub.' ober in ^aftern üon 144 Sub.', meiere 
Jebot^ nur f folibe |)oI}maffc [;alten, 6,17 Älafter. — X>agegen 
würbe / ==: 620,70 Sub/, alfo um 28,65 ju grofi unb J" = 
577,73 (^xii:, atfo um 14,32 ju Hein. 

Sfnmerfung. 1) SBenn einÄörper barin üon bem ^egeljlumpf 
abmeii^t, ba^ feine (Seitenlinien nic^t mel^r gerabe ßinien ftnb, 
fonbern patt bejfen ber Körper in I^alber §ö^e entttjeber eingejogen 
ober ausgebaucht erfc^eint, fo mirb bie 3n^altäberec^nung naij 
ber üorflefjenben gormel ein fe^fer^afteS 9tcfultat geben, nämlic^ 
im erfien Salle ju uiel unb im jmeiten Saffe ju wenig. 9Jlan 
erhält aber ein fefjr brauchbares ^efultat, menn man in einem 
foli^en ?5alle genau nac^ ber ??ormeI (1.) rechnet, babei jeboc^ auc^ 
bie mittlere ©urc^ft^nittsffät^e, ober ben Söert^ Don ©, burr^ 
unmittelbare SJlejfung an bem gegebenen Körper bejlimmt. ©iefeS 
aSerfa^ren ifi fhreng ri^tig, wenn bie Seitenlinien mit btn oben 
angezeigten ^egelft^nitten ibentifc^ fxnb (f. ©runerf S ^xijit) 39. 85b. 
1. |)eft) unb fann alfo in gätten, iro bie Statur ber ©eitenlinien 
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unbefantit ijl, jmetfttiäfig al8 Stä^crungSmet^obe angetüanbt tott^ 
btn. SnSbefonbere für bic Sn^altöbereti^nutig bcr 83aumfiSmme 
bürfte e8 nid^t tüo^I ein paffcnbcreS unb juglcit^ genaueres SJers 
fal^ren geben. 

3. 35. ber fo eben bejeit^nete a5aum|lamm f)at in falber §ö^e 
nur einen Umfang uon 10', SBie gro^ ip nun n)irffi(^ fein 
3n^alt? 

Stnttü. 525,21 Sub/ ober 5,47 Klafter, alfo 66,84 Sub/ ober 
0,70 Älafter weniger al8 üor^in. 

SEBenn eine ©runbpc^e ben SBert^ Sluff f)at, fo fommt bie 
??ormef für. ben ©p^enisf cn (§. 120) jur SCnmenbung. 

3. S3. eine Sänne, melt^e im 35ecember 1865 bei Dberrieb im 
SSerner Dberlanbe gefällt mürbe, mar 162 ?fu^ lang, ber ©urd^ 
meffer am ©oben ma^ 8 f?u5 6 3olI, unb ber ©urt^mef^er in 
falber §ö^e 6 SuJ 2 3oa. SBeIctien Sn^aft ^atte biefe Sänne? 

?rntrü. 4757,8 gub/ ober in ^aftern (mie oben) 49,56 Klafter. 

©inen Körper biefer festen Sfrt, melt^er oon bem üoffen Ä^egel 
barin abmeid^t, ba^ feine (Seitenlinien nic^t mel&r gerabe Sinien, 
fonbern gefrümmt jlnb, pflegt man ein ^onoib ju nennen, 

2) 3)iefeS ©erfahren ip auc^ für bie 3n^alt8bepimmung t)on 
Säjfern anmenbbar. ®a überbieS an einem ??aß beibe ©runb^ 
p^en congruent finb, alfo ö = jf ip, fo tritt ^ier bie formet 
für ba^ 9fnti=:^ri8ma (§. 123) in ^raft, nftmlit^ 

J=|-(G + 2D), 

tüorauS man erpit, wenn r ben §albmeffer ber ©runbpd^e unb 
B btn ©albmeffer ber mittleren ©ur^ft^nittspi^e bejeic^net, 

3. 33. r = 21", R = 24", Ä = 60" giebt J = 370,72 Sfnfer 
ju 2700 Sub." 

®iefe fjormel für bie 3n^aft8beret^nung bcr Säffer ^at ßam* 
bert im 3a^re 1765 gegeben. 

3) ^oä) allgemeiner fann man jur ©eflimmung beS 3n^alt8 
beliebig unregelmäßig begrenzter Körper, tt)o bie uorpe^enbe SDletl^obe 
entmeber nii^t genau genug ober überall nidjt anroenbbar erft^eint, 
üerfal^ren wie- folgt. 
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aWan lege bntö) beu geflebetieii Äörptr beliebig üiele, jeboc^ eine 
ungerabe Sfnja^I unter fic^ paralleler ©benen, üon beneri je jwei 
auf einanber folgenbe einerlei Sfbflanb = a t?on einanber ^aben 
3)ie @c^nittflä(^en, n^elc^e baburt^ entfielen, feien ber Sftei^e nac^ 

h /!/ ftf hf • ' ' /2n' 

unb eö werbe angenommen, ba^ bie ©c^nittflät^en f unb An/ tcAijt 
and) auf ßinien ober fünfte jtc^ rebuciren fönnen, ben ganjen ju 
beflimmenben förperfit^en Sftaum jirifc^en ftc^ enttjalten. 9fl8bann 
erfc^eint ber gegebene förderliche {Raum in n einjelne Ä^örper jerlegt, 
bereu ©niubpc^cn bie (Schnittflächen mit gerabem Snbcjr /", /j, /i jc, 
beren mittlere ©urc^fc^nittöpc^en bie (Schnittflächen mit ungerabem 
Snbej: /„ A/ A ^c- P"^ ^^^ ^^^^ ^'^¥ = 2a ip. ®iefe eins 
gelnen körper Wunen um fo genauer naci^ ber affgemeinen Formel 
§. 115 be9 ^riämatoibö benimmt merben, je nä^er bie ®c^nitt:= 
^ä^en an einanber liegen unb je größer mithin bit Sfuja^I ber^s 
felben ifl, unb bemnac^ wirb ber Snl^alt J beS gaujen ^örpera 
angenähert burc^ bie (Summe bargepefft 



b. i. 



j=^(r+^n + 2A + 4A + 2A + . . . + An). 



3 

3)iefe Sormel ^at ber f^mebifdje Sfbmiral Sfjapman im 3a^re 
1775 jur 3n^alt8berec^nung ber ©c^ipräume gegeben. 9Jtan mvb 
lei^t bie Uebereinjlimmung berfelben mit ber (Simpfon'fc^en 9tegel 
jur planimetrifi^en Sn^altSbereci^nung (^lanim. §. 281) bemerfen. 

Sinb bie ©c^nittflä^cn f, fi, f^r k. Greife mit btn ©albmejfern 
r, Tif fj IC, fo \)Cii man auc^ 

J= |!f (r« + 4r,' + 2r,' + Ar,' + 2f^ + . . . r,,*). 

3n biefer ©epalt eignet jlc^ bie Sormel jur Snl^altSbereci^nung 
affer glodfenförmigen u. a. Jftäume. 

3. 85. um ben Sn^alt einer ^affe üon 70,4 2JtiHimeter §ö^e 
JU beflimmen, würbe a = 8,8 gefefet, unb bie ©albmeffer ber ^ori^ 
jontalen (Sci^nittfläcfjen üom a3oben bis jur Defnung waren ber 
9leibe nai^ 25; 31; 33; 34; 35,5; 38,2; 41,2; 44,5; 48 2Riffis 
meter. ©arauS wirb J= 0,3064 giter, jebeS ßiter ju 1000000 
6ubif:^2Jliffimeter. 
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@efet man a = 17,6 unb läßt mithin üon btn üorflc^eiibcn 
^albmeffcrn rinen um bm anbcrn ^intüeg, fo crl^ält man /=^ 
0,3059 ißiter. 

@e^t man enbli^ a =» 35,2 unb VA^t mithin \mbtv Don btn 
lefctern §albmeffcrn einen um ben anbern l^inmeg, fo be^anbelt 
man ben ganjen Äörper wie ein ^riömatoib, toie oben, unb erl^ 
J = 0,2938 Siter. 

(DberflAciie hts i^t^tls unlr ]Kegrl|iumpf0. 

§. 142. 

ßel^rfa^« SDie frumme Dberffäd^e eines getaben Äcgete 
ober Äegetjlumpfe ifl einem 3led^terfe gtei^, wet^e« bie 
^ertp^erie bn mittteren SDutd^fd^nittSfläd^e jur ©runbtinic, 
unb bie (Seitenlinie beö Äörperö jur «gö^e ^at. 

Ober: l) SEBenn r ben ©albmeffer ber ©runbfläc^e unb s bie 
(Seitenlinie eineS gerabcn Ä'egcfS bebeutet, fo beträgt ber 3n^alt 
ber frummen Dberflät^e beäfelben 

Q = r Tt 8. 
2) SBenn R xinb r bie ^albmcffer ber beiben ©runbfläti^en unb 
s bie ©eitenliaic cincS geraben ^cgcIflumpfeS jtnb, fo ifl ber 3n^alt 
ber frummen Dberpc^c beSfelben 

= (R + r)7ts. 

©etociö. 1) 9Jlan benfe fic^ bie frummc Oberfläche beö geraben 
Tegels ABC, WiQ. 56, (ben SRantel bc8 Äcgclö) fängö einer 

(Seitenlinie CD aufgefc^nitten unb 
in eine ^.bmt ausgebreitet. 9118* 
batui entflcfjt ein Ärei8au8fc^nitt 
C D D\ beffen Sogen D' V gleich 
ber ^crip[;erie ber ©runbflät^e AB 
unb beffen ^albmeffer C ff ^=x 
C V gleich ber (Seitenlinie CD be8 
£cgcl8 ifl. 

5nun ifl nat^ «pianim. §. 280 ber 

Ärei8au8fc^nitt einem ©reietfe glei(^^ 

loelt^eö btn Kreisbogen D' D" jur 

►runblinie unb btn §albmejfer C D' jur §ö[)e \)C{^ folglich auc!^ 




i 
/ ■ 






fünfter Hbfc^nitt. 



105 



»ig. 67. 



rincm Äccfeterfe qUO), welt^eö ben Kreisbogen rf' d', b. i. bie 
^eripl^erie ber mittleren ©uriftfc^nittapt^e ab, jur Orunblinie unb 
btxi §fllbmejfer C ©' jur §ö^e f)at. 

fSltnnt man alfo r ben §albmeffer ber ©runbpd^e unb s bie 
©eitenlinie beS Äegelö, fo wirb D' D" = 2r%, mithin if if' 
=^rÄ, unb folglich ber 3n^alt be8 Ärei8au8fc6nitt8, b. i. bie 
frumme Oberfläche beö Äcgete = r jt «, w. j. b. m. 

2) SBenn man ebenfo bie frumme Dberfläc^e beS geraben Kcget 
fium|>fa ilÄCZ>, gig. 57, ben man fti^ jur größeren 3)eutli^feit 

bis jur ©pifce G ergänjt 
benfen fann, längs einer 
©eitenfinic EF aufft^neibet 
unb in eine ®bene au8brei:= 
tct, fo entfielt ein SfuSf^nitt 
eines Ärei8rinfle8,E' JE" F"!?', 
in roefd^em bie concentrift^en 
Kreisbögen ^ JE" unb F F" 
gleid) ben ^erip^eriecn ber 
©runbpd^cu AB unb CD, 
unb bie 9fb|länbe E F' unb 
E" F" bicfer Kreisbögen 
gleich ber Seitenlinie EF 
beS KegelflumpfS jxnb. 

f?erner ip nat^ ^lanim. §§. 278 unb 280 ber SfuSft^nitt eines 
KreiSringeS einem Srapej gleit^, bcffen parallele (Seiten bie KreiS^ 
bögen E E" unb F' F' ftnb unb bcffen §ö^e ber 2fb|lanb K F 
= JE" F" bicfer Kreisbögen iflj folglich auc^ («ptanim. §. 264) 
einem 9lc(i^terfe gleit^, melc^e^ ben Kreisbogen e e', b. i. bie 
^eripl^erie ber mittleren ©urc^ft^nittSpt^e ah, jur ©runbünie unb 
ben Sfbpanb F F = E" F' jur §ö^e ^at. 

9lennt man alfo R unb r bie ^albmeffcr ber beiben ©runbpt^en 
unb s bie Seitenlinie beS KegelflumpfS, fo wirb E' F' = iR%, 
F F" = 2 r jt, mithin e e" = (JR + r) n, unb folglii^ ber 3n^alt 
beS SfuSfc^nittS , b. i. bie frumme Dberflä(^c beS KegcIjhimpfS 

= (B + ^ */ ^' h ^* ^' 

Sfnmerfung. ®er3n^alt ber frummen Dberflä(^e eines fc^iefen 
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Äegele ober Äcgeljlumpfe faim nuf elementarem aSBeße nic^t aua* 
flemittelt tüerben. 

§. 143. 

3ufa^. SBenn flatt ber (Seitenlinie $ bie ^ö^e h gegeben 
ift, fo er^äft man für bie frumme D6erflä(i^e beß geraben 
Äegelö 

Q=:rn VhT+V 

unb für bie frumme Dberpc^e beß geraben Äegetfiumpf« 

(? = (fi + r) jt Vh' + (R ^^r 
®enn. e8 ip leitet iiac^jutüeifen, ba^ im geraben Äegel 

unb im geraben Äegclpumpf 

« = Kä' + (Ä — r)« 
fein mu^. 

SSeifpiele. 1) SBie üiel Quabratfuß 95efleibung forbert ein 
fegelförmigea 3ett uon 10' ©urt^meffcr unb 12' $ö^e? 
Wntir. 204,2 D'. 

2) SEBie üiel SSlet^ ijl ju einem fonifd^en Jftol^re erforberfi^, 
toelc^eö an ben ©nben 2 unb 7 Zentimeter 35urc^mejfer unb eine 
Sänge uon 2 aJtetcr ^at? 

Sfntm. 2827,5 D^« 

mir iKugrl. 
§. 144. 

@rf(arung. ®ie Äuget ijl ein Äörper, mlä)tx Don 
einer frummen f?tä^e atö C)6erflä^e begrenjt ft)irb, beren 
fdmmttid^e fünfte tjon einem gett)ijfen fejlen fünfte, htm 
ajlittetpunfte, gleiten StOftanb ^aben. 

Unter bem «öalbmeffer ber Äuget tjerfte^t man eine 
gerabe ßinie, ml6)t ben SiJlittetpunft mit irgenb einem 
fünfte ber Dberflä^e t?erbinbet. Unter bem ©urd^meffer 
ber Äuget fc)erjie^t man eine gerabe ßinie, mlä)t bnxi) 
ben 9Jtittetpunft ge^t unb imi fünfte ber Dberpd^e mit 
einanber t?erbinbet. 
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9lllc ^albmcffer, fo mie alle S)urt^meffcr einer Äugel fnb gleid^ 
lang. 

2Jlan fann fxäj eine £ugel entpanben benfen burc^ Umbre^ung 
einee ^albfreifeö um feinen ©urc^nuffer. 

Sfnnterfung. 2)ie t)ier junäc^fl folgenben (Säfee matten ben 
§tnfang einer eigenen SBiffenfc^aft au9, nämli^ ber ©p^ärif 
ober fp]^ärif(^en®eometrie, toeld^eüon ber Planimetrie ober 
ebenen Oeometrie fxä) barin unterfc^eibet, ba^ nic^t mie ^ier 
eine ©bene, fonbern eine Ä^ugeU Oberfläche als SonfhructionSpt^e 
gegeben i|l. ' ®iefe SBiffenfc^aft mürbe fc^on üon ben ©riechen 
fe^r auögebilbet. Sfla erläuternbeä SSeifpiel baju fann fortmä^renb 
bie ©rbfugel, fo wie anä) bie §immetefugel bienen5 bot^ mu^ in 
SSejug auf erjlere üon ber fp^äroibifc^en ©eflalt ber ®rbe (bie ben 
©riechen unbefannt irar) ganj abgefe^en, biefe üielme^r rein 
als Äugel aufgefaßt werben. 

§. 145. 

Sel^rfa^. SBenn eine Äuget t?on einer @bene gef^nitten 
wirb, fo iji bie ®ur^f^nitt6figur ein Äreiö. 

»9. 68. 

SBorauSfefeung: 
AB ein ©urc^fc^nitt ber ^ugef. 

Folgerung: 
AB ein ÄreiS. 

S3ett)ei8. (So fei AB, fjigur 58, bie I)ur(^fc^nitt8figur, in 

melc^er bie Ä'ugel üon einer ®bene gefc^nitten mirb. 9Jlan fälle 

aus bem Sölittelpunfte M ber ^ugel auf bie @bene biefer ©urt^s: 

fc^nittSfigur baS ^erpenbifel MC, uerbinbe beffen Sußpunft C mit 

btn beiben wifffürlic^ angenommenen fünften D unb E beS Um^ 

fangS ber ©urt^ft^nittSfigur burc^ bie geraben ßinien CD unb CE, 

unb jie^e bie ^uget^albmeffer MD unb ME. SflSbann ifJ nac^ 

^lanim. §. 76 

A MCD = A MCE, 
woraus folgt 

CD = CE 
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®a tiefer @c^Iu^ gilt, mo man anä) bie fünfte © unb E im 
Umfange ber ®ur(|fc^nittsfigur AB annel^men mag, fo ifl bie 
©urt^ft^nittöfigur ein ^rei8, w. j. b. tu. 

3ugleid) folgt au8 biefem ©eweife, baj^ ba8 au8 bem SJlittet 
punfte ber Äugcl auf bie gbene ber ©urt^fc^nittajigur gefällte 
^erpenbifel ben SJlittelpunft ber X>ur(^fd^nitt8^gur trip^ fo »ie, 
ba^ ba9 im SOlittcIpunfte ber 35urc^f(^mtt8figur auf ber ®&ene 
berfetten errui^tete ^erpenbifel burt^ ben SJtittelpunft ber Äuget 
ge^t. 

35ie ^ier betrachtete ©urt^ft^nittöfigur ber Äuget nennt man 
attgemein einen Äugetfreiö. 

Sfnmerfung. ©in Äugetfreiö i|l immer burc^ brei auf ber 
Oberfläche einer Äuget gegebene fünfte benimmt (§. 7). 

§. 146. 

3ufa^* Äugelfreife einet Äuget flnb nä^er am SJlittefc 
punfte größer als ipeiter t?on bemfetbenj unb gröfiere 
Äugetfreife einer Äuget liegen bem Sötittelpunfte nä^er atö 
fteinere. 

3)enn in ber vorigen Sigur ^at man 

D MD = D MC -^ D CD, 
unb ba MD ein Äuget^atbmeffcr ifl, fo mu^, »enn MC tvddj% 
CD abnet)men^ unb menn CD mäc^fl, MC abnehmen. 

9Jtan üergteic^e hiermit ^tanim. §§. 155 unb 156. 

§. 147. 

@rf(arung. ©in Äugetfreiö, bejfen @bene burd^ btn 
ajlittetpunft ber Äuget ge^t, tüixb ein gröftprÄreiS ber 
Äuget genannt. 

Seber anbere Äugetfreiö ^eift ein ff ein er Äreiß. 

@in größter Ärei8 ip größer al8 Jeber Äugeffreiö berfefben Äuget, 
beffen @bene nici^t burc^ bzn SlJtittetpunft ge^t. ©r jertegt bit 
Äuget in jttei congruente ©atbfugetn. 

©0 fmb j. 83. ber Sfequator unb bie aJleribiane ber (Srbfuget 
größte Äreife^ jeber berfetben jertegt bie @rbe in jmei congruente 
^atbf ugetn. Dagegen alte ^araHetfreife ber @rbe jinb ffeine Äreife. 
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§. 148. 

Aufgabe. ®ur(^ jrpci auf bet Dbetfläd^e rtntr Äuget 
gegebene fünfte einen gröften Äreie gu legen. 

Sfuflöfung. 3)urt^ bie beiben gegebenen fünfte unb ben 
SJlittelpunft bcr £uget lege man eine &hmt. 2)er 35ur^f^nitt 
biefer 6bene mit ber Äuget giebt btn gefugten größten ÄreiS. 

Determination. 3)ie Sfufgabe tüirb unbejlimmt, wenn bie 
beiben gegebenen fünfte bie ©nbpunfte eineö 3)ur(^mejferö ber 
Äügel fmb: benn in biefem ?fatte fönnen burt!^ bie beiben fünfte 
unjä^Iig Diele größte Greife gelegt werben. 3n jebem anbern Satle 
aber ijl burt^ jwei gegebene fünfte nur 6in größter Ärei6 mög- 
Ii(^, Dermöge §. 7, obwohl unjä^tig Diele Meine Äreife. 

§. 149. 

^vflavnnq. Unter bem ^Cbftanbe ober ber ßntfer:: 
nung jweier fünfte auf ber Oberfldd^e einer Äuget 
Derfte^t man ben jipifd^en biefen beiben fünften ent^at:= 
tenen Sogen eines gröften ÄreifeS, tpetd^er burd^ jie ge:= 
tegt ift. 

3)0^ Derfie^t man, wenn bie beiben fünfte nit^t bie ©nbpunfte 
eines 3)ur(i^mcfl'erö ber Äugel fmb, in ber Siegel nur ben Meineren 
ber beiben Sögen, in welcfee bie beiben fünfte ben größten Ärei6 
jert^eilen. 

@o ifi j. 83. auf ber ©rboberflät^e bie Entfernung ber beiben 
@täbte ^ariö unb Slom nii^tö anbereS al6 ber Don ^ariS bis 
9lom jtd^ erfhredfenbc Sogen eine© größten ÄreifeS ber ©rbfugel. 
3n berfelben SBeife mi^t man btn 2fbflanb jweier Oejlirne an ber 
$imme(6FugeI. 

Sfnmerlung. 3)ie beiben ©nbpuntte eines 3)ur(^mejferS ber 
Äugel l^aben ^iernat^ einen Sfbfianb Don 180 ®rab. SJlan nennt 
in biefer Sejie^ung ben einen ©nbpunft bcS 35ur(^mejfer6 aut^ 
ben Oegenpunft be6 anbern, gleichwie man auf ber ©rbfugel 
Don ©egenfü^Iern ober Sfntipoben fpricbt. 

S)er Sfbfianb gweier fünfte auf ber Dberffät^e einer Äugel ift 
immer gleii^ bem Sfbjianbe i^rer Oegenpunfte. 



§. 150. 

grTI&rung. Unter bm ^oltn titieö ÄUßEtfreifcö »ers 
jle^t man 6ie Mbtn gnfcpunfte eine« S)nri$nteffetfl bn 
-Äuget, roeldier auf bet @6ene beö Äugelfreifeö ret^tminfriig 

tiefer ©uti^meffet toitb fcle STc^fe beS Äugeffreifefl 
genannt. 

®o f)at auf ber @rbTugcl ni(^t aOeia bei ^rquator feine Wt^fe 
(bU ®tb(i^ff) unb feine spole (Slorbpol unb ©ßbpol), fonbern auiü} 
}u jebem anbecn .Greife ber Srbfugel laffen ft^ ^c^fe unb ^olt 
angeben. 

§. 151. 
Br^rfat^. ^ataffele Äugelfreife ^aben einettei ^ott. 

SBorauSfe^ung: 

O AB WO CD 

P, ^olt Bon O ^■ 

goIflEtung: 
P, ^ole Don O <^^- 
a^et Semeie ergiebt fid) au6 §. 42. 
§. 152. 
8cl)rfag. Scber f ol eines Äugeffreifefl ^at eon äffen 
fünften ber ^eri^J^erie biefe« Äteifeö gleichen St&ftanfc. 

Jifl. 60. 

SJorauSfefcung: 
P ^ol Don O -**■ 





Ufolgetuiig: 
og. f» = SBog. P£. 



BeroeiB. 68 feien P unb 0, Sig. 60, bie beiben qjole be9 
ÄugetfteifeS ^B, mithin fO bie 9t*fe bfSfdben, roel^e biefen Äteie 
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in feinem SJlittelpunfte C burci^fctineibct (§. 145). S)urc^ bie Sft^fe 
PQ unb bic beiben in ber ^erip^erie beö ÄreifeS AB miafttrti^ 
angenommenen ^untte D nnb E lege man bic beiben größten Greife 
PDQ unb PEQ, jie^e bie ^albmcffer CD unb CE, unb bie ©e^nen 
PD unb PJE. Sflöbann ifl nat^ ^lanim. §. 60 

A PCD = A PCE 
folgtit^ 

PI> = P£ 

unb barauS na^ ^lanim. §. 173 

Sog. PD = 85og. PJE. 
3)a biefer (St^Iu^ gilt, njo man auci^ in ber ^erip^erie beö Greifes 
AB bie fünfte 1> unb E annehmen mag, fo f)at ber ^ol P üon 
aUtn fünften biefer ^erip^erie gleicf)en Sfbjlanb, tu. j. b. tu. 

Sfnmerfung. S)er ^ol eine© ÄugelfreifeS fann ^ierna^ tüie 
brr fp^ärif^e SÄittelpunft beSfelben, unb fein Sfbjlanb Dou 
irgenb einem fünfte ber ^erip^erie tüie ber fp^ärifi^e ^atbmeffer 
beöfelben angefefjen trerben. 

§. 153. 

Sel^rfa^* SDie ^ote eineö gtöften Äreifcö ^abcn bon 
allen fünften feinet ^eripl^erie einen Sfbflanb t)on 90 
@tab. 

2)er aSetüeiö fann an^ bem Dorigen Paragraphen geführt merben. 

§. 154. 

8el^rf a^* SBenn ein ^unf t einet Änget := Obetfläd^e t)on 
jrpei anbetn fünften betfelben, bie nliä^t ©nbpunfte (Sineö 
JDurd^mejfetö jinb, einen STbflanb t?on 90 @ta5 ^at, fo 
ifl et bet ^ot beö butd^ bie beiben lefeten fünfte fügten:: 
ben gtöften Reifes. 

(Umfe^rung be6 üorigen 8e^rfafee6.) 

' S)er SSetreiS ergiebt [xif, itenn man nac^ bm brei fünften 
bie Äugel^albmejfer jie^t, au6 §.11. 

§. 155. 

@rF(Srung* Untet bet betü^tenben ß&ene einet 
Äuget t)etfle^t man eine @6ene, tpetd^e mit htx ObetfId(3^e 
bet Äuget nut einen ^unft gemein ^at 
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©iefct flcmctnfij^aftti^c ^unft tvixb bcr Sdtxixf)x\xnQ6^ 
puttft genannt. 

2fuf ber ©rtfugcl toixb bxt berü^renbc ©bene eines SDxtt bie 
©orijontaUebene ober fürjer bcr §orijont biefeS Ortö 
genannt. 

§. 156. 

Sejrfafe. SBenn eine gbene bie Dberfläd^e einer Äuget 
fo trifft, ba^ ber bem SCrefipunfte juge^örige ^Qtl^alh^ 
meffer rcd^tttjinfelig auf i^r fle^t, fo ifl biefe gbene rine 
berü^renbe @bene ber Äuget. 

»ifl. 61. 



SBorauSfc^ung: 
MC j^AB. 

?5oIgerung. 
AB ifl bcrü^renbe 6bene. 



3um aSetreife f)at man ju jeigen, ba^ bie ©bene AB au^er 
bem fünfte C feinen jweiten ^unft j. 58. D mit ber Oberpä^e ber 
Äugel gemein f)at, waS trie in ^lanim. §. 143 geft^eljen lann. 

Son biefem ße^rfafee mac^t man @tbvani), um an eine geges: 
bene Äugel in einem gegebenen fünfte berfetben eine berü^renbc 
ßbene gu legen. 

§. 157. 

Sel^rfa^* 3ebe berü^renbe ßbene einer Äuget Mtbet 
mit bem bem ©erü^rungSpunfte juge^örigen Äuget^atbs 
mejfet einen redeten SBinfet. 

(Um!e^rung beö üorigen ße^rfafeeS.) 

35er 58 e weis !ann inbirect geführt werben. 

§. 158. 

äufo^. §ftte größten Äreife einer Äuget, tpetiä^e bnxä) 
ben a3erü^runge;)unft einer berü^renben @bene ge^en, ^aben 
i^re bemfetben ©erül^rungS^junfte juge^örenben Tangenten 
in biefer berü^renben @Bene. 
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S)enn bie ©benen, bcren S)urt^f(^mtt mit ber Rn^tl bie flenami* 
ten größten itreife Ijerü orbringt, fdjneiben bie bcrü^renbe ©bene in 
geraben Sinien; n^ed^e naä) §. 10 unb ^lanim. §. 143 Sangenten 
tiefer Greife jtnb. 

9fuf ber @rb!ngel jtnb biefe Siingenten ^orijontallinien 
be6 Drt9, an meldten bie berü^renbe ßbene ober ^orijontal* 
@bene gefegt mar. 3ebe biefer ^orijontallinien ifl Sangente eines 
größten Greife© ber @rb!ugel, welci^er bur^ b{n bejeit^neten 
Ort ge^t. 

§. 159. 

grWSrung. Unter einem \pf)&tx^6)tn SGBlnfel ober 
bent SBinfet jmeter auf ber Oberpd^e einer Äuget ^i) 
f^nelbenben SSögen größter Äreife uerfle^t man ben SBlnfet, 
tpetd^en bie im SDur^f^nittö^junfte biefer ©ögen an bie:= 
fetben gelegten S^angenten mit einanber einfd^tiefen. 

SDie beiben S5ögen Reifen bie ©d^enfel, unb i^r 
®urd^f^nittö;)unft ber @^eitel;)unft be6 fp^ärif^en 
SBinfetS. 

Um j. 58. ben fp^ärife^en SBin!ef BÄC, ?5ig. 62, jn erhalten, 
Sifl. 62. beffen (Sc^citefpunft Ä unb beffen (St^enfel 

AB unb ÄC fmb, lege man im Ranfte A 
an ben größten ^reiS AB bie Sangente AF, 
unb an btn größten ÄreiS AC bie Sangente 
AG. 3)er SBinrel PAG brüdft alSbann bie 
®rö^e be6 fptjärift^en SBinfefö BAC au§. 
S)a na^ bem üorigen Paragraphen bie 
Sangenten AF unb AG in ber berü^renben iSbtnt beö ^unfteö A 
enthalten jtnb, fo fann man au^ fagen: Unter einem fptjärift^en 
SBinM üerpe^t man ben SBinfel, welchen bie Durc^fc^nittölinien 
ber Sbenen feiner @c^en!el mit ber berü^renben &btnt feineö 
©^eitelpunftö unter einanber bilben. 

®in fp^ärif^er SBinfel fann jebe ®rö^e Don biö 4 91 ^aben. 
3)oc^ betrachtet man in ber Siegel nur fp^ärifc^e SBinfel, meiere 
Heiner als 2 91 jtnb. 

aSei allen SBinfelmejfungen auf ber Cberflät^e ber ^be bat 
man eö mit fp^flrift^en SBinfeln ju t^un, welche immer in bem 
^ier angejeigten Sinne genommen werben muffen. 

Oittfein'« €(aB^9Rat^muittr IL Sb. 2, 9bt^. k 
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9rnmer!uug. ^'m lajfcn jtc^ and) bic begrifft \)on Slefren- 
trinfctn unb ©d^eiteltrinfeln, ncbji bcn entfprec^enbcn Sel^r* 
fäfecn, ^tanim. §§.23 unb 25, wicbcr^oten. 

§. 160. 

3ufa^. @in fr^ätif^er SBinfel Ift immer gtcit]^ bem 
SReigungStplnfet ber Ebenen feiner @^enfet. 

5)enn man jie[;c ben §albmeffer MA, gig. 62, wefci^en bie ©beneii 
ber bciben größten Greife AB unb AC mit einanber gemein ^aben, 
unb beaci^te §. 25. 

§. 161. 

ßel^rfafe. @in fr^ärif^er SGBinfet tpirb burd^ bm itoViäjm 
feinen ©d^enfeln enthaltenen S5ogen eine« gröften Äreifee 
gemeflpm, ml6)tx ben @^eitel;)unft beö f^j^ärifd^en SBinfele 
jum ^ot i)at 

»ig. 62. 

S3orau8fefeung: 
A spof üon BC. 

?5oIgerung: 
Sog. BC = ^ BAC. 

©etreie. ©8 fei BC, ?Jig. 62, ber «Bogen eine8 größten ÄreifeS, 
mlä)zx ben ©c^eitelpunft A bc8 fp^ärifd^en SBinWö BAC jum ^of 
^at. ajlan gie^.e bie ^ugel^atbmcjfer MA, MB, MC. SflSbann ijl 
ifil recf)ttrinfeUg auf MB unb üfC (§. 150), fofgli^ 

MB II ylF, MC II .40, 
unb barauS nat^ §. 26 

Slun wirb ^ ÄifC burt^ ben Sogen BC gemeffen (^lanim. §. 32)^ 
folglich wirb anä) Z.FAG, b. i. ber fpljärife^e SBinfel BAC, burd^ 
benfelben S3ogen gemcjfen, w. j. b. w. 

3. 83. unter bem geograp^ift^en Sängen -Unterf^iebe jweier Derter 
ber Srbe üerjle^t man ben fp^ärifd)en SSMiifel, welt^en bie SBeri^^^ 
biane biefer beiben Derter, ala (S^enfel, im @rbpoI, al6 ©(Reitet 
punft mit einanber einfc^Iie^n. S)erfelbe Sängen sUnterfc^ieb toixb 
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aber anij, naäj btm öorfic^cnben iße^rfafee, bnxij ben SBogen bcS 
Sfequatorö gemeffen, tüclt^er jtüifd^cn bm 2Jlcrit)ianen btt beiben 
Oerter entfjalten ifl. 
Sfel^nli^c gäHe !ommen mi ber ^immelöfugcl me^rfad^ üor. 

§. 162. 

Ißel^rfa^. SBcnn ber eine ©^entel eines f:p^ärifd^en 
SBinfetS burd^ bie ^ote bed anbetn ge^t, fo ift biefer 
SEBinfct ein red^ter SBinfelj unb umgefe^rt. 

S)er ©etoeie beö ©afeeS folgt au8 §. 29, ber Umfe^rung au6 
§. 3O5 beibeö mit fStüäfxäjt auf §. 160. 

SJtan nennt in bem I;ier betra^teten ??alle anä) bm einen 
©(i^enM beS SBinfelö ein (fp^rifc^ea) ^erpenbüel auf bem 
anbem. 

@o bilben j. 83. alle SDleribiane ber Srbfugel mit bem Sfequator 
fp^örif^e redete SBinfel, ober fmb ^erpenbifel auf bem Sfequator. 

§. 163. 

Sel^rfa^* 3ebe itvti gtöf ten Äreife einer Äuget ^albiren 
einanber. 

85 e weis. 35a bie ßbenen größter Greife burd^ ben SRittelpunft 
ber Äugel ge^en, fo ^aben jebe jtt)ei größten Greife einen 3)ur(^5 
meffer mit einanber gemein, weld^er mithin jeben berfelben ^albirt, 
tu. 5. b. w. 

§. 164. 

grfläruttg. @in fpHtifd^eö 3tt?eiedE ift ein öon 
jtpei aSögen gröfter Äreife begreniter S^^eit einer Äugefe 
Oberfläd^e. 

ein fp^ärifcf)e9 Btüeiedf ^at 2 (Seiten unb 2 gßinfet. !Die 
©eiten fmb ^albfreife größer Greife (f. b. üorigen Paragraphen), 
unb bie SBinfel eines fp^ärifd^en 3wciedfS jtub gleid^ groß. 

3ebe jwei 2Jteribiane ber ©rbfngel bilben mit einanber ein fpl^äs= 
rift^eS 3weiedf. 

§. 165. 

Bttfü^. 3tvtx fp^ärifd^e 3tt?eietfe einer Äuget jinb con:s 
gruent, tt?enn jie einen 8GBinfet gtei^ ^aben. 

8* 
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3)eun man lann fie unmittelbar jur X>e(Iung bringen, unb jttjar 
in jtüei üerfc^iebenen Sagen. 

S)emna(^ ifl ein fp^ärifc^e§ Storni einer Äugel immer üolt 
lommen benimmt, fobalb nur ein SBinfet beöfelben gegeben iji. 

§. 166. 

(frflärung. ®in f;)Htif(^e6 ©reiecf ifl ein bon 
5rei IBögeti gröfter Äteife begtenitet Xf)tH einer Ä'ugcfc 
Dberfld^e. 

3ebeS fp^ärift^e S)reiedf ^at 3 ©eiten unb 3 Söinfel. !Die 
©eiten be6 S)reiedf8 fmb ©iJgen größter Greife, unb bie SBinfel 
bc6 S)reiedf8 jtnb bie üon biefen Sögen eingeft^Ioffenen fp^ärifc^en 
SBin!eI. 

Seiten unb SBinfet einc8 fp^ärift^en 3)reiedf9 werben immer 
Heiner atS 2 91 üorauögefefet. 

SBenn bie Sbenen ber brei Sögen größter Äreife, totl6)t baS 
fp^ärif^e S)reiedf begrenjen, bia jum SDlittelpunfte ber Äugel 
erweitert werben, fo entfielet ^ier eine breifeitige @dfe, beren 
©eiten ben ©eiten beS fpt)ärifd}en DreiedfS, unb beren SBin!eI ben 
SBinfeln beS fp^ärifd^en ©reiedfS gleit^ fmb. 35c8^alb fönnen atte 
im britten 2fbf^nitte üon ber breifeitigen (Sit bewiefenen ®äfee 
unmittelbar auf baQ fp^ärifd^e S)reiedf übertragen werben, inbem 
man nur nöt^ng f)at, jiatt „breifeitige ®dfe" überall „fp^ärift^eS 
CDreiecf" an bie ©teile ju fefeen. 35ie9 giebt folgenbe iße^rfdfee. 

©ä^e über bie ©eiten einc8 fp[)ärifc^en S)reiedfS. 

§. 53. 3n jebem fp^ärift^en CDrciedfe ift bie ©umme je jweier 
©eiten größer at8 bie britte ©eite. 

§. 54. 3n jebem fpbärifchen Dreietfe ifi bie 35ifferenj je jweier 
©eiten fleiner al8 bie britte ©eite. 

§. 56. S)ie Summe ber brei ©eiten eine8 fp^ftrifc^en 3)reierf6 
iji immer jwifc^en unb 4 91 entbalten. 

©ftfee über bie SBin!eI eineS fp^ärifcf)en !Dreiedf8. 

§, 59. 3n iebem fp^ärifd^en 3)reiedfe ip bie ©umme je jweier 

SBinfel Heiner al6 ber um 2 91 vergrößerte britte SBinfel. 

§. 60. 3n Jebem fp^ärifd^en 3)reiedfe ifi bie S)ifferenj je gweier 

SBinW fleiner afe bie (grgänjung beS britten SBinfelS ju 2 91. 
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§. 61. 3)ic ©utnme bcr brei SBinW eines fpljärifi^en 35reiedf6 
ijl immer größer al6 2 31 unb fleiner als 6 91. 

§. 62. Sfnm. 2. 2)er Sfu^entüinfel eines fp^ärifc^en ©reietfS 
ijl immer Heiner als bie ©urnme unb größer als bie 3)ifferenj ber 
beiben inneren i^m nid^t anliegenben SBinW beS 3)reiedfS. 

Stnmerlung. SDlan fann noc^ bemerfen, ba^ ein fp^ärifi^eS 
!j)reiedf ^ä) immer auS einem^ fp^ärifd^en 3weiedfe baburii^ l^erleiten 
lä^t, ba^ man t)on Unterem cermitteljl eines größten ÄreifeS, ber 
feine Seiten fci^neibet, einen %f)txl ^inwegnimmt. Umgefe^rt fann 
man ein fp^ärif^eS 3)reiedf burd) Verlängerung jweier Seiten beS:? 
fetten immer ju einem fp^ärifci^en 3weiedfe ergcinjen. 

§. 167. 

Srfl&rung. Unter bcm ^otarbteiedf eines ^p^xi^ 
^ä)tn ©teierfS tjcrjie^t man ein fp^ärif^eS ©reietf, bejfen 
©rfpunfte bie mit bem etflen ©reierfe auf einerlei §atb:= 
fuget tiegenben ^ote ber ©eiten beSfetben flnb. 

»ifl. 63. gö fei ABC, Sig. 63, ein fp^ärif^cS ©reiedf. 

Serner fei P ber mit ber 3)reiedfSpä(i^e ABC auf 
einerlei §albfugel liegenbe ^ol ber (Seite AB, 
ebenfo berfelbe ^ol üon AC, R berfelbe ^ot 
üon BC. SflSbann ip baS buri^ biefe brei ^ole 
fefigelegte fpl^ärifc^e X)reiedf PQR baS ^Dlar== 
breiedf üon ABC. 

3)ie ^ier angejeigte ©ejie^ung iji überbieS eine gegenfeitige, ober 
ein fp^ärifc^eS Dreiedf ijl juglei^ auc^ baS ^olarbreiedf feines 
^olarbreietfS. 35enn ba in berfelben gigur ber ^unlt A fowol^I 
üon P als anä) üon einen Sfbflanb t)on 90° ^at (§. 153), fo 
ijl nac^ §. 154 auc^ A ^ol üon PQ'^ ebenfo ijl B ^ol üon PR, 
unb C ^ot üon OÄj folglich ABC baS ^otarbreiedf üon PQR. 

§. 168. 

Sel^rfa^* ©ie SBinfel eines fp^ärifd^en ©reierfs «werben 
burd^ bie (Seiten feincS ^olarbrcierfs, unb feine (Seiten 
burd^ bie SBinfct beSfetbcn einjctn genommen ju Je 2 9t 
crgänjt. 
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^^' ^*' SorauSfefeung: 

PQR spolarbreiedf üon ABC. 

Solgerung: 
^BÄC+P0 = 2% ^QPR-\'ÄB = 2St 
^ABC-i-PR =2Sfi ^P0R + AC=2?St 

^ACB+0R = 2fii ^PÄ0 + J?C=2Sl. 

S3etoeiS. ®9 feien in gig. 63, welche au8 ben üorigen ^oragiros' 
p^en mit ben baran gefnüpften Folgerungen beibehalten toerbe, über^ 
bieö D unb E bie fünfte, in benen bie @eite PQ be8 ^olarbreierfS 
bie (nöt^igenfatte üerlängerten) ©c^enfel be6 fp^ärift^en SBinlelS 
BAC fd^neibet. SflSbcinn ifi mij §. 153 

FD = 3t, 0E = ^ 
mithin 

PD + 0E = 2 St 
trofür man auc^ fefeen lann 

DJE + P0 = 2 St. 
9tun ifl A ^ol t)on PQ, folglicf) trirb na^ §. 161 ber fpl^ärifii^e 
Söinfel BAC burd^ ben 83ogen DE gemeflfen, unb man lann bem^ 
naäj \tatt ber legten ®Iei(!^ung auäj fc^reiben 

^BAC + P0 = 2ffi 

to. j. b. tu. 

(gbenfo tüirb ber SBemeiS für bie fünf anberen ©leit^ungen 
geführt, 

2fnmer!ung. 9tac^ biefem ßetjrfafee jle^t ein fp^ärifd^eS 3)reierf 
}u feinem ^olarbreiecfe in berfclben ©ejie^ung wie bie breifeitige 
edfe ju i^rer ©rgänjungSetfe (§. 57), treö^alb man auti^ ba^ 
^olarbreiedE baS ©rgftnjungöbreiedf ober (Supplementär^ 
2)reiedf be% fpbärif^en X>reie(f8 nennt. 

§. 169. 

©rflärung. ©in f^j^ärif^eö ^ot^gon ift ein tjon 
ntel^r atö brei Sögen gröftet Äreife begrenjtet ^^eil einer 
Äuget ^ Öbetflä^e. 

(Sin fp^ärift^eS ^oU;gon ^at eben fo üiel (Seiten wie SBinM. 
^nä) !ann eS immer burci^ 3)iagonaIen, weld^e glei(i^fall9 83ögen 
größter Greife fmb, in fp^ärift^e 35reiedfe jertegt werben. 
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©eitcn unb IffiinW eiiicS fp^ärif^en ^ot^gonS werben immer 
Heiner eile 2 81 üornuSgefefet. 

S)em fp^ftrifc^en ^ol^gon gehört eBenfo, wie bem fpi^ärifc^en 
35reiedfe (§, 166), am 9JlitteIpunfte ber Äuget eine ©dfe ju, beren 
(Seiten ben (Seiten beö fp^ärift^en ^oIt;gon9 unb beren SBinfel 
ben SBinfetn beS fp^ärifc^en ^ol^gonö gteit^ fmb. 2)e6^al5 !ön:= 
nen auc^ bie im britten ?fbf^nitte Don ber mel^rfeitigen ®dfe be^ 
wieftnen @äfee unmittelbar auf ba9 fp^ärifd^e ^ol^gon übertragen 
werben 5 nämlic^: 

§. 56. S)ie (Summe aller (Seiten eines fp^ärifd^en ^ol\)QOi\^ ijl 
immer jwifd^en unb 4 91 enthalten. 

§. 62. S)ie (Summe aller SBinfel eines n==feitigen fp^ärift^en 
^ol^gonS ijl größer atS n— 2 mal 2 81, unb fteiner ate n mal 2 91. 

§. 170. 

@tF(Sruug. 3it)ei fp^ärifd^e ©reierfe ober ^ol^gone 
fmb congruent, wenn jle fo auf einanbet gelegt werben 
i?önnen, ba^ jle in allen t^ren ®efianbt^ eilen einanbet 
Werfen. 

(Sie jinb f^mmctrifd^ flteid^, Wenn jie nid^t jur 
5Ded?ung gebracht, aber fo gelegt werben fönnen, ba^ i^re 
©rfpunfte bejie^ungSweifc ©egenpunfte t)on einanber werben. 

9Äan üergleid^e §. 64. 

lieber ©egenpunfte f. §. 149. 3wei fp^ärifc^ 35reie(fe, beren 
©dfpunite bejie^ungSweife ®egenpun!te Don einanber jtnb, fönnen 
tbenfo (Segen breietfe genannt werben. 35iefelben fmb im Wff- 
flemeinen f^mmetrif^ glei(^5 nur in bem befonberen Satte, wo jte 
gleic^fc^enfelig ober gteic^feitig fmb, fönnen fie jur 3)etfung gebrad^t 
»erben unb jtnb mithin congruent. 

• golgenbe (Säfee beS britten Wbfti^nittg über Songruenj unb 
f^mmetrift^e ©lei^^eit ber Mm fönnen unmittelbar auf fp^ärif^e 
S)reie(fe unb ^ol^gone übertragen werben: 

§. 65'. 3n jeben jwei congruenten unb in Jeben jwei f^mmetrifc^ 
flleic^en fp^ärift^en X>reiedfen ober ^ot^gonen fmb äffe (Seiten unb 
äffe SBinfel bejie^ungSweife gleit^ gro^. 
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§. 66. Sßmu in ilsti fp^örift^ 3)rntdtn eba ^ot^onen 
aOt Srittn unb äfft ^inttl bttit^ungSivrift Qlaä) gro^ finti, fo 
finb bitfritoi cnttvebtr tongnimt obre f^rnrnttrifc^ Qlai). 

§. 171. 

Srfl&imiig. 3ivei fii^cif^e S)ttu(Et ober ^olQgone |!n& 
in^attsgleli^, tumn fir mtmbtt cpngnimt pnfc ober 
butt^ atbitton ober ©ubtrartion tongnimter fSigutm ju= 
fammengefefet hierfcm fonnm. 

SJian t<trglricl;t ^liiiiim. §. 113. 

§. 172. 

Sc^rfa^. Sebe ituei fijmmetrif^ fllei^t fp^firifi^e iDtrictfe 
finb in^alUQlti^. 

SJoraiiSfet^uiig: 

ilBC mit) »Ef finb f^mmettifd) gfeii^t 

a^rtirfe. 

Soffltriinfl: 
ABC = D£F. 

SBetoeie. äRaii bringe bie gegefienen fljmmrtrift^ girieren 
fp^ärifc^rn Trcmät ABC iiiib i>EF in foIAe Sage, gig. 64, ba^ 
\t}xt ©tfpunfte ^ nnb D, B unb £, (7 unb F einjcEn genommm 
©egenpunfte Don rinanbet, mithin b\t 35rtiEtft fel6fi ©tgtiibrfietfe 
iDOrben (§, 170), 9lun jinb ©fgtnbmetfe bann congnitnt unb 
folgii^ aui^ in^afiSgltic^, Kenn fie gteii^fiienfelig ober gleii^feitig 
jinb. 3)a aber in Soiflt 6er ajoranBfefeiing bitfer Sali Ijiec nic^t 
eintreten fann, fo jetlege man bie ötiben gegebenen IireieiJe in 
g[ei(^fd)enftlige ^reitift, rcelc^e eingtlii genommen congriient finb, 
nsie folgt. 

iJiiui^ bie brei spunfte A, B, C lege mou einen Äugtttreie 
iinb eßeiifD buri^ bie btei spiinfte D, E, F einen iroeiteii Angela 
EreiS. Xia bie gerablinigen ©ebnen AB unb DE, AC unb DP, BC 
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u'nb EF') tinjtln genoinmtn pornDtl ftnb, fo ftnb nu^ bit dbtntn 
6eiber Äugelfceiff paraütl (§. 38). ?Jplgfi(^ ^abtn bifft Äugeffrrife 
auäj mn\n^oUPanbQ(^. 151), unb meiin man bieSBögen gtBftfr 
Ätfife PA, ¥B, PC, QB, QE, QP jit^t, fo flnb bieftl6eii gleid) lang 
(§. 152). Xiieft Sögen äcrltgen nffo öie gegfbtnm fp^ärifcfjni SXriecEt 
.WC utib LEF in gltii^rt^rntelige Xrtie*:, iiiib ba biefe le^tettn 
jugltii^ panrwtife (SEgmbrtidft ^"•^ f" P''^ flf nai> bem Döigm 
coiigtueiit ober man ^a\ 

PAB = 0»^ 

PAC^QDF 

PBC = QEF 
woraus na^ §. 171 folgt 

ABC = DEP 
_tt). j. tt. ro. 

Die *po[E P üub rönnen fomo^l innerhalb a(ä aiirfi augers 
^alb ber Släi^en bcr gegebenen fp^ürif^en XreieJe falten, waS 
ben SÖeroeifi nii^t toefenflid) anbert. 

§. 173. 
ßr^rfa^. ©p^tif^e 5)ceiecfe ü&tt Einertet ©tunfctinw 
finb in^altSöteid), irenn t^rc ©pifem in einem ÄugetEreife 
tiegen^ irel^et burc^ bie ©egenpunfte btr (SnfcpunftE 6er 
®runblime gc^it. 

»ifl. 66. 

ffftiiufl: 
Don A 




CDEF liegen in einem Äreife. 



Wolgerung: 
ABC = ABB. 



Bemeie. ®8 fet ABC, (^g. 65, ein gegetteneö fpprififtee 3:)teie(f, 
unb CEF ein büti} bit ©pi&e C »nb bie (Segenpunfte £ iinb F 
ber Siibpnnfte btr ©ninblinie AB gelegter Äufleffrei§. ^parallel 

•) 3)i(fe Sr^ntn fonnltn in gig. 64 itKgtn fcrr filein^fil bii Urnfift ni(l)t 
ge|ogtn »ettrn. 
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gis- 66. nirt bicfEin Äiig((ftrift lege man rineii gre|hn 

ÄrtiS, roelt^tr bie ©rite AC in L unb fcif 
@rite BC in Ä fi^neibrt} ftrnet bur^ bie 
ben 6fibtn Ärcifen flontinf^frtiibtn ^ole P 
uiib unb bte @ifpunrte bee 2)reied9 ABC 
bit brei ßtöften Äreift FAQ, FBQ unb PC^, 
neCt^e Don tem grQfttii Artifc Lff in B, G 
unb / gefi^nitten ronttn. 
SSetrac^tct man nun b(A ffi^tifc^e Btnciecf 
WOC, fo fann baSfdbf, wtnn mnn e8 umte^ct, b. ^. frine Srfpunfte. 
F unb öerta«fd)t, mit fid) felbft jiir 3)nfung flefira^t rotrbtn (§. 165). 
Sei biefer Umfftiiung fättt C tu j, meil FC=FE = QA., I in E 
roeit FI =QH ^= 90° : folglii^ nu^ t in L, unb man fint mithin 
ABL = CIL. 
©btiifo, fann ba8 fp^Äriftfie Btorierf fÄOC in umgeft^tttr Sage 
mit fii^ fflbfl gut Jjfäung gebrai^t roetben, unb batauS folgt auf 
bitfelbE Sötife 

BGK = CIK. 
ge ifi otfp mi) 

ABL + BGff = CLK 
unb folglich bdS fp^tirtfi^e Sientf ^BGH hitiaftegfeitf) btm gegtbenen 
fp6ärifii)en SJreiedf -4ßC. 

33enn (iatt beS SJrriedö ^ßC ein anbreeS 3)reiei ^Bfl Btartten 
ifl, roeli^ee bieftlbe ©runbfinie i*P ^nt unb beffen ©pitsf i> in 
bemfelbcn ÄugelFreife CEF liegt, fo Inffen fli^ für biefeS S)rtierf 
bie Dotigtn ©i^filffe roirbtr^olen, unb man tt^ält miebft bafifttte 
fp^arifdjt 5Biereä ABGB, roelt^eS bem gefleberien 3)r(itcEe -4BD tn= 
^altflgtfii^ ifl. 
a^it^in if) mb(ii^ 

^C = ABD 
ro. j. b. m. 

Xier §at6fretS fCO tann fbm fotooEil, roii ^ier in Jlf, bit ®runb» 
linie AB felbft, als aui^ bie 58erlängerung bErfetben ft^netbtn, voa& 
ben ®ang btS SSemeifeS niiftt rnffentlid) änbert. 

Xiiefer JBeroeiä Beruhet auf einer mflnbliii)en Sfnbeutung Don 
®au^. 
Slnmerfung. 3)fr üorfle^enbe ßc^rfafe, reeller bem ©afee 
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^lauim. §.116 üom ebenen 35reiedfe entfprici^t, fann ebenfo trie 
biefer in ber Planimetrie gebraust werben, um fowo^I ein gegebenes 
fpbärift^eö 3>reie(f in ein anbete© 3)reiedf, at8 mi) um }ebe8 \}pf)&^ 
rif^e ^oltjgon in ein S)reiedf ju üermanbeln. 

gßirb bie @pifee C be9 fr^ärifc^en X>reie(f8 il^C nac^ E (ober F) 
t^^Ifflt/ fo ge^t ba^ fp^ärift^e 3)reiedf in ein fpbärifc^eö 3treieff 
über, beffen eine @eite ber ^albfreiS ABE (ober BAF) ifi unb 
b^tn anbere ©eite burci^ ben ^al üon FAQ (ober PAß) geljt. 9Jtan 
fann bemnad) au^ iebeS fjpljärifc^e ©reietf ober ^oltjgon in ein 
fp^ärifd^eö 3tt)eiedf t)ertt)anbeln. 



3inl|alt Irer iRugel. 

§. 174. ,-- 

Sel^rfal be6 5(rri^imebe6. 3cbe ^albfugel, beten @tunb:= 
flä^e ein gtöftet ^tetö unb beten §ö^e ein §atbmejfet 
ber Äugcl i% ifl an 3n^alt gtci(^ einem G^tinbct t)on 
betfelben (Srunbpdbe unb §ö^e, Dctminbett um einen Äeget 
t)on betfelben ©runbfläd^e unb §ö^e. 

93orau8fefeung: 

O AB^QDE 

HC = IK 



Folgerung: 
ABC = DEFG — GFl, 




^^ 



83emti8. ®8 mu^ gejeigt tt)erben, ba^ bie §albfugel ABC, 
fjig. 66, in^altSgfeit^ bemjenigen Körper ijl, weither übrig bleibt, 
tozxvx man au8 bem ßtjlinber VEFG üon berfelben Orunbfläd^e 
unb $ö^e einen ^egel GFI üon glei^er ©runbpc^e unb §ö^e 
^erau8ft^neibet. 

3u biefem ©übe flette man bie beiben Äörper mit i^ren ®runb:= 
pd^en AB unb DE auf bie gemeinfc^aftlit^e ©bene MN, unb lege 
in einer beliebigen §ö^e tth = ii bnx&j beibe Körper eine jweite 
6bene FQ || JKfiV, welche bie §albfuge[ in bem Äugetfreife ah unb 
ben ausgehöhlten ß^ünber in bem Ärei8ringe dgfe fd^nei^et. 3ut 



124 



Stereometrie. 



»ta- 6Ö. 




3n^a(t86e{timmutig 
bicfcr @c^nittf[ä(!^cn 
fefecmanÄÄ=/jB=r 



ya unb Bh = li = X. 



^3 



^ X)ann ifl in 5er ^ali^ 



fugcl, tücnn man A6 
unb Hb jic^t, 
A6« = Hb' — ÄÄ' = r» — o:« 
fotglit^ 

Oab = hb\it = (r' — x')it. (1.) 

ferner ifl im St}Iinbcr, tücnn man ie jic^t 

Q rfß = fe* , jt = r' 3t, 
unb tüdt /f : IK = f/*: ÄF unb IK = KF ijl, fo mu^ au^ li=if=x 
fein, fotglid) 

3)arau8 folgt 

rf^/-^ = O rf^ - 0^//"= ('•' ~ ^") ^' (2.) 

9fu8 (1.) unb (2.) er^ätt man 

Qab = dgfe. 

iDa biefer ©^fu^ gilt, in tüelt^er §ö^e auc^ bie ^urdöfdjnittSs: 
ebene PQ über ber gemeinf^aftli^en ßbene MN angenommen mers: 
ben mag, fo fmb nac^ §. 84 bie beiben Äörper in^altagleid^, 
lü, j, b. lü. 

Sfnmerfung. 3)er Dorjle^enbe ße^rfafe lä^t jic^ unmittelbar 
au^ auf bie ganje Ä^ugef übertragen, loo ber S^Iinber unb ber 
£egel einen größten ^rel8 biefer Äuget jur ©runbp^e unb einen 
3)urd^meffer berfelben jur §ö^e erhalten. 3)a nun ber Ä^egel | be9 
SpIinberS ijt, fo mu^ bie Äuget | beS S^IinberS betragen, ober Äegel, 
Äugel unb St;finber oer^alten ftc^ ju einanber tüie t : 2 : 3. 

!Der ®ntbeder biefeS ©afeeS ijl Sfrt^imebeS. ®r felbjl legte 
auf biefe ®ntbedfung befonberen SBerttj unb oerorbnete, ba^ eine 
Äuget unb ein S^Iinber mit einer Snfc^rift, loetd^e i§r SSer^ältni^ 
2 : 3 angeigte, auf fein ©rabmat gefegt tüurben. 3)aran §at fpäter 
Eicero baQ üerloren gegangene ®rab be8 Sfrd^imebe8 tüieber aufge^^ 
funben. 

§. 174a. 

ßel^rfa^. 3e6c Äuget ift an Sn^att einem SSetraeber 
gtcici^, bejfen mittterc ©urc^fd^nittöfläd^e gteii^ einem gröften 



fünfter Slbfc^nttt. 



125 



Greife bcr Äugel, un5 bejfcn $ö^c Qld6) einem 55ur(ä^meffer 
6er Äugel tjl. 

Drtö Setracber tüirb ^ier in ber 9fuffaffung beö §. 105 ge- 
nommen. 



Stg. 66a. 
G 




SSorauöfefeung: 

CI> = IK. 

Sofgerung : 
ACBD=EFGH, 



83cmciö. So fei P, Sig. 66a, ber SOlittelpunft ber Äugel, in 
ttjeldjem ber Durc^meffer CD redjtminfeKg auf ber ßbene be8 
Greifes AB fte^t. ?5erner fei Q berjenige ^unft ber mittleren 
^urt^fc^nittöp^e LMNO bea Setraeberö, in votlijtm biefe üon bem 
^erpenbifel IK geft^nitten tüirb unb baöfefbe ^albirt. 

3Ran nel^me in btn beiben Körpern eine beliebige ^öl^e Pp=:Qq 
an, unb lege burc^ bie fünfte p unb q bie iDur^fc^nittSpt^en 
ab II AB unb Imno \\ LMNO. 5ff8bann f)at man : 

t) in ber Äugel (nac^ ^lanim. §. 276) 

OAB:Oab = AP' : ap^ 

ober ba ap bie mittlere geometrifc^e proportionale jwifi^en Cp unb 
Dp ijl (^lanim. §. 245) 

OAB:Oab = AP':Cp.Dp, (1.) 

2) im Setraeber (naä) ^fanim. §. 210 unb ©tereom. §. 47) 

LM:lm = EL : El = IQ : Iq 
LO : lo =GL:Gl = KQ: Kq 

unb ba ^araMogramme, welche einen gleichen SBinfel ^aben, ji^ 
üerbalten wie bie ^robufte ber biefen SBinfel cinf^Iie^enben (Seiten 
(^lanim. §. 258a), fo [;at man weiter 

LMNO : Imno = LM . LO : Im . lo 
fotgliA 

LMNO : Imno = IQ . KQ : Iq . Kq. (2.) 

S^un jinb nac^ SSorauöfefeung unb Sonfhruction in ben beib' 
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Proportionen (1.) unb (2.) ba^ erjle, britte unb Dierte @litb bcp 
^ic^ungStoeifc gleic^ gro^^ folglich mu^ man audj f)af>tn 

Qah = lmno. 

3)a bicfcr ®d)Iu^ gültig bleibt, roie gro^ man auc^ bie §ö^e 
Fp=: Qq oberhalb ober unterhalb ber mittleren iDnrc^fc^nittöp^e 
annehmen mag, fo folgt barauS nac^ §. 84, ba^ bie beiben Äörper 
inl^altögfeid) jinb, m. j. b. vo. 

Sfnmerfung. SBitt man biefen Se^rfafc burcb ein SJlobeff 
üeranfc^aulic^en , fo nimmt man am beflen bie mittlere Dur^^ 
fc^nittöpc^e LMNO al8 Duabrat an, unb bie üier ©eitenfanten 
beS Setraeberö gleit!^ gro^. Sffebann toirb, ben Äugef^albmejfer 
= r gefefet, _ 

EF=:GH=2rV % 

£ (? = £H == FG = Fff = 2 f |/^ 1 + -J . 

!j!)aö Setraeber mirb affo fein regelmäßiges. 

3. 93. r = 31 SWittimeter giebt EF= 110,0 2Jlimm. unb EG 
= 99,5 ajlittim. X)arau8 fann man baa 5rtefe bea ^etraeberö lei^t 
^erjlelfeii. 

j)iefen ©afe, melc^er bie Äugel in 93etref i^rer 3n^aIt8bcfHm:= 
mung ben ^riömatoiben beiorbnet, l^at ber SSerf. juerjl in ©rus^ 
nert'a Sfrc^iü, ^anb 39 §eft 1, gegeben. SJtan üergleic^e auc^ 
§. 141 2fnm. 1. 

§. 175. 

ßel^rfa^- S)er Sn^att einer Äuget, beten ^atbmcffer 
= r gegeben tjl, tpirb burd^ bie formet gefunben 

Der Semeis fann fottJO^f na* §. 174 al8 aud^ nacfc §. 174a 
geführt werben. 

©rjler SSemeiö. 3)er S^Iinber BEFG, ^g. 66, ^oi mi) 
§. 132 ben Sn^alt r' jt. r, b. i. 

unb ebenfo ber Äegel GFl nad) §. 138 ben 3n§alt 

r^ Jt 
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®ie ©ubtraction beibcr SBcrt^c gicbt naij §. 174 für bcn Sn^ 
^att ber ^albfugcl ilJ?(7 

2r«ji; 
3 

uwb folglid^ für bic gatijc Äugel beii obigen SBert^. 

3mcitcr fBctüeia. I)aa Sctracber £FGff, gig. 66a, §at 
tiac^ §. 105 (ober naä) §. 115, inbcm mau G=g = fefet) ben 
3nl)art 

y_ 2Z>A 

•^— —r" 

unb fefet man l^icrin au8 ber £ugel Z> = r*jt unb Ä = 2r, fo 
erhält man nac^ §. 174a für btn Sn^alt ber £ugef lieber ben=? 
felfien SBertl^ mit oben. 

Ißeifpiefe. 1) SBie gro^ ijl ber Sn^alt ber ©rbfugel, beten 
®ur(^me||er ju 1716,96 geogr. SWeilen*) angenommen werben fawn? 
Sfntm. 2650190000 Subifmeilen. 

2) @in fugeiförmiger Satton, mefc^er in ©anuoüer am 30. 3uni 
1872 in bie 8uft flieg, ^ielt 1150 Subifmeter ®a8. 9Bie gro^ 
war fein 35ur^meffer? 

Sfnttü. 13 ajleter. 

3) 9BeI(^en 3)ur(^mejfer ^at eine 24pfüubige eiferne Äugel, toenn 
ber Subifiott ©ifeu 0,22 «Pfunb wiegt? 

Sfntm. 5,928 3oO. 

§. 176. 

Sel^rfa^. S)ie Sn^altc jtpeter Äugetn t)er^atten jlti^ ju 
einanber wie bie ©üben i^rer ^atbmeflfer. 

Dber: SEBeun J unb / bie 3u]^alte jweier Äugeln bebeuten,. 
bereu §afbmeffer r unb r fmb, fo ift 

S)er Seweiö ergiebt fic^ burc^ iDiüijion ber beiben ©leitä^ungen 

J=-j— unb J^= -y-- 
»eifpiel. SBie gro^ ijl ber 3nt)alt beö SJlonbeö, bejfen 



*) Ue(er bie !Ctmen{ionpn brr Chbe f. M S^erf. Jfünffteaige (caartt^mift^« 
trigonometnf((f« Safelit, 9. Wifla^ @. 135. 
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X)urc^mcffer i\ btQ J)ur^mcffcra btx grbc beträgt? (f. §. 175, 
»eifpicl 1.) 
Sfnttü. 53761300 Subifmcilcn. 

§. 177. 

@rr(arung. Unter einem Äuget=:5tbf(j^nltt ober 
ÄU0et:=@egnient l?erfte^t man jieben bntä) eine ®6ene 
abgegrenjten %f)dl 5er ^uget, tpetd^er Keiner at6 5ie ^alU 
fuget iil. 

Unter einem Äuget := ?ru6fd^nitt ober Äuget^: 
©ector üerfte^t man einen S^eit ber Äuget, tpet^er buxä) 
bte frumme Oberfläche eines ÄegetS, beffen (Srunbpiiöe 
ein ÄugetfreiS ift unb bejfen (Spifee in ben SJlittetpunft 
ber Äuget fällt, unb ben jtt)if(j^entiegenben $£^eit ber Äugele 
Oberfläd^e begrenjt tvirb 

®er ÄugetSfbfc^nitt ijl eine Sfrt üon Äonoib, f. §. 141 9rnm. 1. 

§. 178. 

$lufga6e. ®en Sn^att eine« gegebenen Äuget:=Stbfc^nitt6 
ju berei^nen. 

Sfuflöfung. X)ie ©c^Iüffe beö im §. 174 a geführten 83e= 
tüeifeö bleiben DoHjtänbig bejlel^en, menn jie nic^t auf bie ganje 
bem Äugelburc^meffer gleiche §ö§e auSgebel^nt, fonbern nur auf 
einen beliebigen S^eil biefer §ö^e bef^ränft merben. S)emnac^ 
erfc^eint auc^ jeber ÄugetSTbfc^nitt inl^altSgleic^ einem ^riömas: 
toib, wel(^e6 in biefem befonberen galle ein ©p^eniSf ijl, unb fein 
Sn^att fann beregnet werben tüie folgt. 

1) ®6 feien an bem Äugel - Slbfc^nitte 
ABD, ??ig. 66b, gegeben ber ^albmejfer 
ber Äugel MD = r unb bie §ö^e be6 Äuget:^ 
Slbf^nittS ED = Ä. S)ie ©runbpdje G beS 
Äugel := 9tbfc6nittS ip ein ^reiS AB, bejfen 
3n§alt beträgt 

G = AE\ Jt 
unb ba AE bie mittlere geometrifc^e ^ro* 
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portionatc jmifc^cn CE unb DE ifl, affo AE'' ==CE , DE = 
(2 r — Ä) h, fo ijat man 

(7 = (2 r — Ä) Ä . Jt. 

3)ie mittlere X)ur(i)f(i)nitt8frä(J)e D fceS ÄugeN Sfbfc^nittS ijl, 
wenn man ED in e [jalbirt, ein ÄreiS a6, beffen 3n^alt beträgt 

D = ae^.Tt 
nnb ba tüiebenim ae bie mittlere geometrifd^e proportionale jmi- 
f(^en Ce unb Pe ifi, alfo ae' = Ce .De = (2r '-'\h)\h, fo fotgt 

I> = (2r-iA)iÄ.3t. 

©efet man biefe SBert^e üon G unb P in bie Formel §. 120 
beS ©p^eniefen, fo erhält man für bm Sn^alt bea Äugele: Sfb:= 
fttinitts 

•^ = 1 [i (2r -- Ä) ÄJt + (2r - x A) Ait] 

J=arÄ'^(r-XÄ). (1.) 

2) ®8 feien an bemfefben ^ugels'Sfbfc^nitte gegeben ber §alb' 
meffer ber ®runbpd)e AE = a unb bie §ö^e beS ^ugel^Sfbfd^nitta 
£I> = Ä. 3)a, wie oben, ^£ = a bie mittlere geometrifd^e pro- 
portionale jtüifc^en CE unb DE ijl, fo l^at man 

a« = (2r-Ä)Ä 
morauS für r folgt 

a^ + Ä« 

I» = ! . 

2Ä 

@efet man biefen SBert^ in (1.)/ fo fotgt für bm 3n6alt bea 
ÄugeU?fbfc^nitt6 

b. i. 

J = i^ («^ + |Ä'). (2.) 

SSeifpiete. 1) ®ine ^uget üon 12' §atbmeffer mirb in einem 
^fbjlanbe üon 9' Dom 5!Jlittelpunfte burt!^ eine (Sitm gefdjnitten. 
SBie gro^ fmb bie beiben Streite, in welche baburc^ bie Äuget 
jerfättt? 

«Tntmort. 6927,2 unb 311,0 Sub.' 

2) ©in eiferner Äugelfptitter üon ber gorm eines Äugels^ft^nitta 
^at jum §albmeffer bea begrenjenben Äugelfreifeö 3" unb jur 
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§ö^e 1". SBie gro^ ijl baS ©ctüi^t bc8 ©plitterS, btn Subifjott 
(gifen ju 0,22 ^funb gerechnet? unb tüic gro^ baS Oeiüiti^t ber 
ganjcn ^ugel? 
Sfntm. 3,225 unb 115,192 ^pfunb. 

Sfntnerfung. Sri ä^nlid)er SBcife mie in biefcm Paragraphen 
fann man anij jcbcS beliebige Don jrüei paraMen Sbenen be^ 
grenjte Ä^ugelfHidC, in S(nfet}ung feines Sntjaftö, tüie ein ^riöma- 
toib berechnen; melc^eö in biefem befonberen ?5atte ein Dbetiöf fein 
irirb. X)od) giebt bie Jfted^nung feine befonberS bequeme Sormel, 
unb man mirb in ber ^raxiS immer üorjiel^en; ein fold^eö Äuget 
fHidC tüie bie Süferenj jtüeier ^ugeUSfbfc^nitte ju be^anbefn. 

§. 179. 

SIttfgafie- SDen Sn^att eineö gegebenen Äuget s Sfug:: 
fd^nittS JU bered^nen. 

Sfufröfung. ®8 fei MADB, ^Q. 66b, 
ber gegebene Äugele 9fuSf^nitt, unb man 
fefee mie im Dorigen ^aragrapljen MD = r, 
AE = a unb ED == h. 

J)er ÄugeU9fu8fc^nitt MADB ijl auS bem 
ÄugeUSfbf^nitt ABD unb bem Äegel ABM 
jufammengefefet. ?5ör ben Äuget t^Sftfd^nitt 
ABD \)at man au8 (1.) beS Dorigen Para- 
graphen btn Sn^alt 

^h' (r — |Ä). 
3n bem Äegel ABM x^AE = a, EM = r- h, folglich fein Sn^alt 

— {T-^K) 

ober tüenn man für a* b^zn SBert^ (2r — ä) ä au8 bem üorigen 
Paragraphen fubjiituirt 

\ (2rh - h') (r - h) 



»ifl. 66b. 
7> 




b. i. 



jt 



3 (2r^Ä-3rA^ + A^). 

S)ie Sfbbition beiber SBert^e giebt für ben Sn^alt beS ÄugeU 
Sfuöfd^nitta 
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^= '-^- (I.) 

aSitt man bit §ööe h beS ,f ugcl - ?f6fcf)nitt6 , welche an htm 
£uget9fuöfc^nitt nic^t bequem gemeffcn merben fann, niijt in ber 
Sormel für J §aben, fo fubflituire man bafür btn Söertt^ 

tüoburd^ mau erhält 

J=-?^(^r-|/7-=:^). (2.) 

Sfnmcrfung. @efet man in ben Formeln ber §§. 178 unb 
179 Ä = r unb a = r, fo geben alle biefe gormein, lüie e6 auc^ 
fein mu§, ben Snbalt ber §albfuge[. 

QDberfladie in ^ugel. 
§. 180. 

Sel^rfa^* S)ie Äugel iji an Sn^att einer ^^ramibe 
Qitiä); miäjt bie Oberpi^e ber Äugel jur ®runbflä(j^e 
unb btn ^atbmejfer ber Äuget jur §ö^e \)at 

Ober: SBenn man mit Q bie Dberpc^e unb mit r bm §alb= 
meffer ber £ugel bejeic^net, fo ift ber 3n^alt ber Äugel 

S3emei6. SDtan benfe jtc^ ber ^ugel ein ^ol^eber üon beliebig 
t)ief ©eitenpc^en umfc^rieben, meiere bie Dberpc^e ber Äugel 
berötjren, unb nenne Q' bie Dberpc^e unb / ben Sn^aft biefeö 
^ol^eberö. 3laä) §. 125 fann man biefeö ^oU;eber wie eine (Summe 
üon ^^ramiben anfeilen, bereu ©rnubpc^en bie ©eitenpc^en beö 
^oU;eber8 jinb, unb bereu gemeinfc^aftlic^e ©pifee in ben ajlittel:= 
punft ber Äuget fällt 35a nun alle biefe ^^ramiben einerlei 
§öl)e §aben, irelc^e bem §albmeffer ber Äugel gfeit^ ift, fo beträgt 
bie (Summe berfelben, b. i. ber Sn^alt be8 ^oft;eber6 

^ 3 

SSXenn man ferner bie Sfujat;! ber (Seitenpc^en be8 ^oltjeber© 
größer unb größer irerben tä^t, inbem bie S3erü^rung6pun!te ber^^ 
fefben mit ber Äugel-Dberftät^e immer näfjer unter jid& jufammeus^ 

9* 
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rüden, fo !ommt bie Dbcrfläc^c Q' bc8 ^ol^cbcrö immer nä^er ber 
Äuget := Oberfläche Q, unb jugfeic^ fein 3n^alt S immer nä^er bem 
Snljalte J ber Äuflel. Solglic^ ifl auc^ 

(?.r 
•^— ""3" 

b. §. ber 3nt}alt J ijl gleich bem Sn^alte einer ^l^ramibe, meiere 
Q jur ©runbpäc^e unb r jur §ö^e l&at, m. j. b. ro. 

§. 181. 

Sel^rfa^* SDie Oberfläci^e einer Äuget tft t^iermat fo gro^ 
ate ein gröfter ÄreiS ber Äuget. 

Dber: SBenn r ben §albmeffer einer Äuget bejeic^net, fo ijl bie 
Oberfläche berfelben 

Ö = 4 r' Jt. 

35er 93emei9 ergiebt fic^ burc^ ©leicbfefeung ber beiben.SEBert^e 
üon J au8 §. 180 unb §. 175. 

S3eifpiele. 1) SBie gro^ ifi bie Dberp*e ber ®rbfuget, 
beren 35urd)meffer ju 1716,96 geogr. SJleiten an}unel;men ijl? 
?fntw. 9261250 nuabratmeiten. 

2) SBie gro^ mu^ ber J)urc=^meffer einer Äuget fein, metd^e bie 
Stätte be6 beutfc^en 3leid}a = 9896 n.^2Jl. jur Dberflädie Ijat? 

?fntro. 56,125 greifen.* 

3) SBie Diet SSogen Rapier Don 17" Sänge unb 13|" SSreite 
fmb jur Sfnfertigung eines fugetförmigen SSaHonS üon 10' Durchs 
raejfer erforbertic^, wenn \ auf 9fbfall gerechnet toirb? 

9fnto. 262,8 Sogen. 

9fnmerfung. 9}tan fann au4 fagen: bie Dbcrpc^e einer 
Äuget ijl ber frummen Oberfläche einea geraben ß^tinberö gtei^, 
ttjetc^er einen größten Äreia ber Äuget jur ©runbpc^e unb htx\, 
3)urd)meffer ber Äuget jur §öt;e ^at. !l)enn biefe Oberpd^e ^at 
nad) §. 133 gteidjfattS \i%Xi Söertf) 4 t" %, 

Stimmt man ^ierju noc^ bie beiben ©runbpd^en beS ßt;tinber8, 
fo entfielet 6 r' Jt, ober bie Dberfläd)e ber Äuget beträgt \ ber 
gefammten Dberpc^e beS S^tinbera. iDie 3a^ten 2 : 3 auf bem 
©rabmat beS Sfrc^imebea (§. 174) brüdten atfo jugteic^ au(^ \i(i^ 
83erl)äftni^ ber Dberpc&en biefer beiben Äörper aua. 
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§. 182. 

ßel^rfa^. ®ie Oberfläi^en jtDcier Äugeln »erl^aften ftd^ 
ju einanber tpie bic Cluabratc i^rcr ^atbrncffer- 

Dber: SBenn Q unb Q' bic Dbcrffä(^cn jireier kugeln bebcutcn, 
bereu §albmeffer r luib r jtnb, fo ijl 

(?:(?' = r^ r \ 
Der 83emei8 ergiebt jtc^ burc^ 35iüijion ber beiben Oleit^ungen 

Q = 4r'it unb Q = 4r 'jt. 

SSeifpiele. 1) SBie üiel mal tann bie Oberfläche ber 6rbe auf 
berienigen ber @onne abgetragen merben, menn ber Surd^meffer 
ber ®rbe in bemjenigen ber @onue 112 mal enthalten ijl? 

Sfnt. 12544 mal. 

2) gSJie gro^ ijl bie Dberflädje be6 2Jloubc6, beffeu 35ur(i^meffer 
y\ be8 Durt^mefferS ber @rbe beträgt? (f. §. 18t fBeifpiet 1.) 
Sfnttü. 688857 Cluabratmeilen. 

§. 183. 

^rflarung. Unter einer itugelfiä^ale oerjlel^t man 
einen bur^ einen Äugelf reis begrenjten S^eil ber ÄugeU 
DberP^e. 

Unter einer Äugeljone üerjlel^t man einen bur^ 
jtpei parallele Äugelfreife begrenzten S^eil ber Äuget 
OberP(]^e. 

35ie Äugelf^ale fann auc^ tüie eine Äugeljone aufgefaßt werben, 
inbem man al9 jtüeite aSegrenjungSsgbene berfefben bie berü^renbe 
Sbene im ^ot beS ÄugelfreifeS anfielt. 

35er Sfbjianb ber beiben paratteleu ©benen irirb bie ^ö^e ber 
Äugelfc^ale ober Äugeljone genannt. 

SJlan fe§e gig. 66b, too bie Dberfläcfee ABB eine Äugelfc^ale, 
unb bie Dberftädbe AabB eine Äugeljone barftettt. 

§. 184. 

ßel^rfa^. Sin Äugel =: Stuöf^nitt ijl an Snl^alt einer 
^^iramibe gleid^, toeld^e bic zugehörige Äugelf^ale jur 
©runbpd^e unb ben ^albmejfer ber Äugel jur $ö^e l^at. 
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Ober: aEBenn mau mit Q btw gläd^cniii^alt ber itugclf^ale unb 
mit r bell §albmeffcr ber ^ugef bejetc^net, fo ijl' ber Sn^alt beö 
Äugele Sfu8fd|mttS 

J= -3- 

®er 93etüeiö irirb tüie im §. 180 geführt. 

§. 185. 

Sel^rfa^* @ine Äugetfd^ate ober Äugetjonc ijl an m&ijm^ 
tn^aft einem Steci^tedfe gtei<^, tpet^eS bie ^erip^erie eines 
größten Äreifeö ber Ä'uget jur ©runblinie unb bie ^öl^e 
ber ©d^ate ober 3one jur $ö^e ^at. 

Ober: SBenn r ben §albmcffer ber ^ugel unb A bie §ö^e ber 
^ugelfc^ale ober Äugeljonc bebeutet, fo ijl ber Släd^eninl^alt biefer 
(Schale ober 3one 

Q = 2r%h. 

3)er ©etoeia ergiebt fid) für bie Äugelfc^ale burt^ (Slei^fefeung 
ber beiben SBert^e üou J au8 §. 184 unb §. 179 (l.)i unb för bie 
Äugeljone, inbem man jie mie bie 3)iferenj jireier Äugefft^alen 
in 3lec^uung bringt. 

58eifpiel. SBeld^en Slädjeninljalt l^aben bie fünf 3onen ber 
@rbe, tüenn ber 35urd)meJTer ber ®rbfuge[ 1716,96 ajleifen, ber 
Sfbflanb ber Ebenen ber SBenbefreife Dom ®rbmittelpunfte 341,73 
SOteifen, unb ber Sfbpanb ber Sbenen ber ^olarfreife üom @rb== 
mittelpunfte 787,53 SJleilen beträgt? 

5fnttüort. !j)ie l^ei^e 3one 3686550, jebe gemäßigte 3one 
2404650, unb jebe fatte 3one 382700 Quabratmeilen- 

§. 186. 

Bttfa^. 6ine Äugetfd^ate iji an iläiä^enin^aft an^ einem 
Äreife gteid^, bejfen ^atbmejfer mit einer ©el^ne, tpet^e 
ben ^ot be6 begrenjenben ÄugetfreifeS mit einem beliebigen 
fünfte feiner ^ertp^erie Derbinbet, gteii^e ßänge l^at. 

Ober: SBenn a bie @e^ne bejeic^net, tüelc^e ben ^of mit einem 
fünfte ber ^eriptjerie beö begrenjenben ÄugelfreifeS üerbinbet, fo 
ijt ber ?5Iä^enin]^alt ber Äugelfd^afe 



\ 
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Denn naij ^lanitn. §. 244 ijl a bie mittlere proportionale 
jtüifc^eii bem S)ur^meffer 2 r ber Ä'ugel unb ber §ö^e ä ber 
Äugeffc^ale, folglich a* = 2 r ä. 

Sfntnerfung. @efet mau in §. 185 Ä = 2r, ober im §. 186 
a = 2r, fo erfi^eint, mie e9 fein mu^, bie Dberpc^e ber ganjen 
Äuget, 

§. 187. 

Aufgabe. SDen Slä^enin^aft eine« fp^ärifiä^en 3tt)eicdE6 
ju bereiä^nen, tpenn ein SBinfet beSfetben, J, gegeben ijl. 

Sfuflöfuug. (g9 fei F ber gefudjte ?5täc^eniu§alt, unb Q bie 

Dberftädje ber Äugel. Sfu8 §. 165 fanu man fdjfie^en, ba^ ba^ 

Smitd jur Äugele Oberfläche ftd^ Der^äft wie fein SBinfef ju 4 91. 

2Jlan \)at affo 

F:Q = A:iSt 

lüorauö folgt 

ober wenn man für Q feinen SBert(j auS §. 181 fefet 

F=-^.r»«. (2.) 

©eim ©ebrau^e biefer gormefn ijl ju erinnern, bc\^ bie SEBinfel 
A unb 31 burt^ einerlei Sinbeit auSgebrütft werben müjfen. 3c 
nad^bem alfo A in ©raben, ober in 2Jlinuten, ober in (Secunben 
gegeben ijt, ^at man jU fefeen 9t = 90, ober 9t = 5400, ober 
91 = 3240003 unb wenn alle brei Benennungen jugleit^ üorfom- 
men, j. 83. i4 = 57° 36' 15", fo fann man fefeen 

fhl .36 15 '\ , 

^ ~ V^90 ' 5400 "f" 324000 ) ^ ^' 

Sfnmerfung. 3n ber Sfnal^ftö unb anal^tifc^en ©eometrie ijt 
e8 üblit^, bie (Srö^e eineS SBinfefS burc^ bie itjm jugebörige SSogen* 
länge für ben §albmeffer = 1 auSjubrüdCen. Unter biefer Sfnnabme 

bat man 91 = y/ folglitb wirb ijitt ber Snbalt be8 fpbärif(ben 

3weied8 burd^ bie Sormel auSgebrütft 

F = 2 Ar\ 

WO A bie Bogenlänge beS gegebenen SBJinfetS für ben §albmeffer 
= l bebeutet. 
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§. 188. 

Aufgabe. SDen gläd^cnin^alt eine« fp^drlfd^cn ©reletf« 
ju bered^nen, bcffen brct SBinfet A, B, C gegeBen jlnb* 

^^.-^^ — ^^ ©cgeben: 

^ Ä^C = ^ 
^ABC=^B 
^ ACB = C. 

®cfud)t: 
> gläc^enin^alt Don ^i?C = F. 

Sfufröfung. ®8 fciF ber oefudjtc ?51äc^enui^alt bcS fp^Ärifcä^en 
Dreicde ABC, gig. 67, unb (? bie Oberfläche ber Äugel. Solan 
üertängere bie (Seiten be6 fpbärifc^en ^reiedCö ju größten Reifen, 
luelc^e p(^ in ben ©egenpunften D, E, F üon A, B, C bunj^fd^neiben, 
SflSbann erhält man bie fotgenben brei fp^ärifc^en Bweietfc, meiere 
nad^ (1.) beö Dorigen Paragraphen ju be^anbefn jtnb: 




F + ABF = ^ Q 



unb beren ©umtne wirb 

3 F + J^CD + ACE + ABF ^ ^'^^^^^ • (?. 

S^lun matten bie 35reietfapct)en F, BCD, ACE, ABF jufammen 
genau bie §albe Dberpt^e ber £ugel auS^ benn ju jebem biefer 
S)reierfe gehört ein ©egenbreied, melc^eö i^m nat^ §. 172 in^altS- 
gleich ij?, unb alle 8 3)reietfe jufammengenommen ftttten genau bie 
ganje Äuget :? Dberffäd^e. SJlau t)at alfo 

F + BCD + ACE + ABF = 1 0. 

SGBir^ biefe ©leuj^ung üon ber vorigen fubtral}irt, [o entfielt 
unb baraud 

^^A + B + C-i».^ (,.) 
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ober itenii man für Q feinen SBert^ auö §. 181 fefct 

SSeim Oebraud^e biefer Formeln ijl wie im üorigen ^aragrapl^en 
ju erinnern, ba^ bie SEBinfel A, B, C unb 91 burc^ einerlei ©n^eit 
auögebrüdt werben müjfen. 

Sfnmerfnng. 3n ber Sfnaf^jtS unb analt;tifc^en ©eometrie, 
wo man 2 91 = it ju fefeen I;at (f. b. üorige Sfnmerf.)/ »^itb ber 
Sn^alt beS fp^ärifc^en Dreierfö auSgebrütft burc^ 

F={A + B-^C — %)r\ 
wo Af B, C bie ben gegebenen SEBinfeln juge^örigen ^Bogenlängen 
für bm §al6mejfer = 1 bebeuten. 

§. 189. 

^Flätttttg. Unter bem ^pf)äxi\i)tn ©jcccfi eine« 
SDreiedEs ijer^e^t man bm Ueberfd^uß feiner SBinfetfumme 
über 2 m. 

T>a^ ein fot^er Ueberfc^u^ immer üor^anben ifl, folgt aus 
§.6!. 

S^lennt man E ben fp^ärifc^en ©jrceß eineö X)reie(f8, beffen brei 
SBinfef A, B, C fmb, fo ^at man 

E = 4 + B + C—2fH. 

Sfffgemein fann man auc^ üon bem fp^ärifcften @pcep eined 
^plt;gona fprec^en, unb barunter ben Ueberfc^uf feiner SBinfel* 
fumme über bie SCBinfelfumme be8 ebenen ^ol^gonö tjon gleicher 
@eitenja[)I oerjie^en. 

§. 190. 

3ttM- ®er Std^enin^olt eine« fp^ärifij^ett S5reierf«, 
bejfen fp^ärif^er gjccef E gegeben ifl, beträgt 

wo Q bie OberflÄ^e ber Äuget bebeutet} ober 

wo r ber ^atbmejfer ber Äuget ifl. 
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Dicfe Sormeln folgen unmittelbar au8 ben beibcn üorigcn ^ara^ 
grapsen. 2fu(^ fönncn jte unDeränbert auf ba^ fp^ärifc^e ^ol^gon 
übertragen werben. 

a3eim ®ebraud)e biefer Sormeln jtnb E unb 91 burc^ einerlei 
®in]^eit auSjubrüden. 

©eifpiele. 1) J)a6 größte 2)reied auf ber grbfugel, bejfen 
Söinfef birect gemejfen jtnb, (fflrodCens^^otjetjagensSnfelaberg) ergab 
einen fp^ärifc^en @j:ce^ üon 14,853 ©ecunben. SBie gro^ ift fein 
Släd^enin^alt, ben Durc^mejfer ber (Sxbt ju 1716,96 SJleiten ge^^ 
rechnet? 

Sfntmort. 53,070 Quabratmeilen. 

2) SBie gro^ ifl auf ber ©rbfugef ber fpl^ärifc^e ®j:ce^ eineS 
35reietf8 ober ^ol^gonö üon 698 Cluabratmeilen Släc^enin^alt? 
Sfntmort. 0' 3' 15,"36. 

Wnmerfung 1. 3n Sorm einer Proportion fann man bie 
®feid)ung (1.) auSbrüdfen 

F:Q = E:8St 
b. f). ber glädjenin^alt cineö fpl^ärifc^en DreiedS ober ^of^gond 
üer^ält jic^ jur ganzen ^ugeUDberffäd^e, tüie fein fpl^ärifc^er ®j:ce^ 
au 8 9t. 

Sfe^ntit^ fann man bie ©teic^ung (2) in bie Proportion um^^ 

tt>anbefn 

F:r'3t = £:2gi 

b. 5. ber Släc^enin^alt eineS fpl^ärifc^en 2)reied8 ober ^oft;gon8 

üer^ält fxij ju einem größten Greife ber ^ugel, mie fein fp^ärifc^er 

(gjrceß ju 2 91. 

Sfnmertung 2. Offenbar fönnen bie ©teic^ungen (1.) unb 
(2.) auc^ gebraucht werben, um au8 bem gegebenen Släd^enin^alte 
eines fpljärifc^en iDreiedS ober ^ot^gonö nebjt bem gegebenen 
Äugel^albmejfer btn fp^ärifc^en @j:ceß ju berechnen. SJlan ^at ju 
bem 3it)edCe nur nöt^ig, biefe Oleic^ungen für E ala Unbefannte 
aufaulöfen (f. »eifpiel 2). 



(Sfiprifc^e Trigonometrie. 



§. 191. 

©rfCarung- S)ie fp^drifci^e ^Trigonometrie f)at jur 
^(ufgabe: STuS gegebenen SSejlanbt^eiten eine6 fp^drif^en 
®reiedf6 ni^t gegebene ©ejlanbt^eite be6fetben bur^ 9led^:= 
nung ju flnben. 

3)ic ?fufföfung berfefben Sfufgabe burc^ Sonflruction pflegt 
in bcr beöcriptiücn ©comctrie abgc^anbelt ju mcrben. @ie f)at 
übrigens nur eine untergeorbnete Söi^tigfeit. 

X)ie tbmt JSrigonometrie mirb ^ier aU be!annt üorauögefe^t. 

§. 192. 

©rflärung- aJlan bejei^net bie ©eiten eines fp^drif^en 
®reierf6 burd^ bie S5ud^jlaben a, 6, c unb bie i^nen 
gegenübertiegenben SBinfet burd^ bie entfjprei^enben ?8\xä)^ 
ftaben A, B, C. 

X)iefe fec^S ®rößen muffen fämmttic^ in ®raben, 2Jtinuten unb 
@ecunben auögebrütft fein, dagegen werben niemals etwa bie 
®eiten in iljrer magren ^Bogenlänge in bie Jftec^nung eingeführt, 
fo mie anij ber £ugel^atbmeffer in bm ?5ormeIn ber fp^ärifd)en 
Trigonometrie nic^t in S3etrad)t fommt. 

3m rec^tminfeligen 3)reie(fe foll C bm regten SBinfel, alfo c bie 
|>^potenufe bebeuten. 
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Das rrd^tminkelige fpljärtfd^e iVreiedt. 

§. 193. 

8el^tfQ|. 3tt)tfd^en ben brei (Seiten eines red^ttpinfettflen 
!S)reiedf8 bejle^t bie ©tei^ung 

cos a cos 6 = cos c. (I.) 

Sifl. 68. IBemcia. SDlan üerbinbe bie brei ©dpunfte beö 

5,,- ^ S)rcie(fS .lÄC, gig. 68, in ttelc^cm j/Ctin rechter 

SaSinfcI ip, mit bem 2)littetpunfte Jf ber £ugel burc^ 
bie brei gerabeii ginien MA, MB, MC, fäOe au8 B 
auf Jtfi4 unb MC bie «perpcnbifcl ÄD uub BE, unb 
^'^^— r^^ jielje DE. Sflabann ift au(^ M ± DE (§. 30) 
unb DE ± MA (§. 23), unb ^ ÄD£ ift gleic^ bem fr^ärift^en 
SBinfel A (§. 160). 

5ßun ip nact) Jgrigon. §. 41 im 3)rcie(f JtfBE 

iüfB . cos fl = Jf£ 

unb im 2)rcic4 Jf£I> 

Jtf£ . cos J = MD 

mithin aud) 

itfB . cos fl cos 6 = MD. 

(Sbenfo ijt im S)rcietf ifÄl> 

if B .cos c — MD, 
unb au6 ber ©lei^fc^ung bciber SCBertbe üon MD folgt 

itf J? . cos a cos & = itf^ . cos e 

b. i. 

cos a cos 6 = cos c 

to, j. b. tu. 

§. 194. 

SeJ^tfa^. 3tt)if^en ber ^^potenufe, einer Äatl^ete unb 
btvx biefer Äat^ete gegenübertiegenben SGBinfet eine« red^t^ 
n?infetigen ®reiedf6 bejie^t bie ©(eid^ung 

sin c sin A =3 sin a. (U.) 

58 e weiß. 3n gigur 68 ^at man naä) Srigonom. §. 40 im 
ajreied MBD 

MB . sin c = BD 
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unb im 3)rcie(I DBE 

BD .8mA = BE 

mithin anij 

MB , sin sin i4 = BE, 

(gbcnfo ift im Xireicd MBE 

MB .sin a = BE, 
unb au0 bcr ©Icic^fcfeung bcibcr SBcrt^c üon M folgt 

MB , sin c sin i4 = itf^ . sin a 

b. i. 

sin c sin i4 = sin a 

tu. j. b. tu. 

Sfumcrfung. X)ie ©leic^ung (IL) !aiin anii, mit Sßcrtaufti^utig 
btt Ä^at^cten, auSgebrücft irerbcn bnxäj 

sin c sin B = sin b. (II*.) 

§. 195. 

Ißel^rfa^- 3tt>if^en 5er ^^potenufe, einer Äat^ete unb 
btm tjon kiben eingefd^toffenen SGBinfet eines red^tttJinfetigen 
©reierfe befielt bie ©tei^ung 

lang c cos A = lang b. (III.) 

S3ett)ci8. 3n gig. 68 bat man nac^ Srigonom. §. 42 im 

©rcicÄ MBD 

MD . lang c = DB 

unb naij Srigonom. §. 41 im S)rcicrf DBE 

DB . cos ^ = DE 

mithin auij 

MD . lang c cos ^1 = DE, 

gbenfo ift nad) Srigonom. §. 42 im S)reic(f Jlf/>iS; 

MD . lang J = DE, 
unb au8 ber ©Icic^fc^ung bciber Söert^e üon I>E folgt 

MD . lang c cos A = MD . lang b 

b. t. 

tang c cos A ^= tang & 

lü. j. b. tu. 

2fnmer!ung. X)ie ©tcic^ung (III.) fann ouc^, mit SBertau^ 
f^ung ber Ä^at^eten, auögcbrütft irerben burc^ 

tang c cos B = tang a, (^'^*') 
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§. 196. 

Ißel^rfa^- 3tt)if^en 5en beiben Äat^eten unb einem 
SBinfet eines tec^tirinfettgen !S)reierf6 befielt 5ie ©lei^ung 

sin b tang A = lang a. (IV.) 

Scmciö. 3n gigur 68 Ijat man nad) 3!rigonom. §. 40 im 
gig. 68. S)rcie(f iHTDE 

Äfi^;^ :^ ME. sin b = DE 

unb nac^ S^rigotiom. §. 42 im S)rcif(f PBÄ 

DE . tang ^1 = Ä£ 

L mittjiu aufi) 
A"^ T ME . sin b tang A = Ä£. 

ebenfo ift mij Srigonom. §. 42 im ©reietf MEB 

MEAanga = BE, 
unb au9 ber ©Icidjfefeung bciber SBäert^e üon BE folgt 

ifJS.sin i tang A = JtfE.tang a 
b. i. 

sin b tang i4 = tang a 
rr. j. b. lü. 

Sfnmcrfung. X)ic ©Icic^ung (IV.) fann auäj, mit 83ertauf(i^ung 
ber Ä^at^eten, auögebrütft rrerben bur^ 

sin a tang B = tang J. ~ (IV*.) 

§. 197. 

Sel^tfa^* 3tt?if^en einer Äat^ete unb ben beiben SBinfeln 
eines red^tirinfetigen ©reierfs befielt bie ©teid^ung 

cos fl sin B = cos A. (V.) 

18 eh) ei 8. 3)ie beiben Söert^c üon tang b auS (III.) unb (IV*.) 
geben, hjcnn man jtc einanber gfeid) fefet 

sin a tang B = tang c cos A, 

Um ^ier tang c roegjufdjaffen, multiplicirc man biefe ©Weisung 
mit (Iir.) nämüd) 

tang c cos B = tang a 

tvobuxä) man erhält 

sin a tang c sin B = tang a tang c cos il 

b. i. 
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COS a sin B = cos Ä 

^fnmcrfung. ®ic ©Icid^ung (V.) fami mi^, mit SSertauft^ung 
5cr Äat^ctcn, auögcbrüdft toerbcn bnxij 

cos b sin A = cos B. (V*.) 

§. 198. 

8el^tfa|. 3tt?if^en ber ^^potenufe unb bcn bciben 
SBinfettt eines ttäjttointdxQtn ®reierf6 bejle^t 5ie ©teici^ung 

cot ^ cot J? = cos c, (VI.) 

Scrreia. ©ic beibcn 9Bcr% Don tang 6 aua (HF.) unb (IV*.) 
geben mie im vorigen ^aragrapl)en 

tang c cos A = sin a tang iß. 

Um ^icr sin a wegjufc^affen , multiplicire man biefe ©leici^ung 
mit (U.) nämlic^ 

sin a = sin c sin A 
tüobur^ man erhält 

sin a tang c cos ^1 = sin a sin c sin A tang B 

b. i. 

cot A cot B = cos c 

lü, j. b. lü. 

9fnmer!uug. (g§ fanu nic^t me^r al8 bie üorpc^enben fe(^§ 
SuubamentaI:=^®Ici^ungen beS rec^trrinfcligeu ©reietfS, metci^e Je 
brei 83ejlanbt^cile biefcS 2)reicdf8 cnt[;altcn, geben. 3)ur(^ biefelben 
ifl man im ©taube, au9 jebcn jmci gegebenen 83ejlanbt^eileu eines 
reti^tminMigeu fjpl;ärifcfcen Drcietfö itbtn britten SSejtanbt^cit beö^: 
felben ju beredjnen, inbcm man nur nöt^ig tjat, bie gegebenen 
SGBert^e in bie betrefenbe ©lei^ung ju fc|en unb bicfe fi'ir bie 
übrig bicibcube Unbefannte aufjulöfcn. 9fucö jinb biefe ®Icid)ungen 
fämmtlic^ unmittelbar bequem jur logarit^mifc^en Jftec^nung*). 

3)a icboc^ biefe 6 (Sleid^ungen in itjrem Sau fo Diel lieber- 
einflimmuug irigeu, bai^ eS fc^hjierig mirb, fle im ©ebäd^tniffe Don 



*) 9^ur muf ^ter, tote iittmer, beachtet toerbrtt; baf, n^enn eilte Unbrfan 
buTC^ bett @tttud befltntittt totrb, brfonbere Utttfiättbe entfc^etbeit mü* 
ob ber btefetti @tttu6 etttfpret^ettbe fpi^e SBittfef, ober beffett fhtn 
9^ebentotnfe( ^u nel^tttett tfl; ober ob bteUeit^t betbe ber 9lufgabe 9fi 
(etjlett. 
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cinaiibcr ju trennen, fo ifl eS jroetfmäßig für 5en ®e6rau^ flott 
biefer ©lei^ungen jit^ bie folgenbe Sine Siegel ju merfen. 

§. 199. 

8e^rfa|- SBenn unter ben fünf ajeftanbt^eiten eines 
red^tnjinfetigen ®reterf6 (ben redeten SBinfet auSgefci^toffen) 
einer aU ber mittlere = |ü angefe^en n?irb, ju n^etc^em 
tjon bm t)ier übrigen }ft?ei antiegenbe = a, a unb jtDei 
nid^tr^antiegenbe = p, p' flnb, fo befielen bie Mben 
©tei^ungen 

cos \i = cot a cot a 
cos fi = sin ß sin ß'. 

S5arin ntuf jebod^ fiet6 ftatt einer ^at^etc ba& Komplement 
berfetben gefefet n?erben. 

3)iefe fefete JBebingung lä^t fic^ ani) anSbrCidfen: 3är bie Äaf^e* 
itn ijl fieta sin flatt cos, cos flatt sin, unb tang patt cot ju 
fefeen. 

3)er SBemeiS mirb geführt, inbem man für \i ber Sleitje nai) 
jeben ber fünf ©epanbt^eile be8 2)reic(f8 fefet unt> barciuf bie üors: 
flel}enben beiben ©leidjungen anmenbet. 35ann entpe^en mieber 
fämmtlidje 10 ©leit^ungen (L) bi8 (VI.) unb (ir.) bi8 (V.) ber 
vorigen ^aragrapljen. 

5ttimmt man j. 35. A al9 mittleren Sejlanbt^eil, fo werben b 
unb c bie beiben anliegenben, unb a unb B bie beiben niti^t * anlie^ 
genben, unb man erhält 

cos A = cot (90** — b) cot c b. i. cos A = tang b cot c 
cos A = sin (90^ — ä) sin B „ cos A = cos a sin B 
tt)tlä)t ®Iei(^ungcn bejie^ungömeife mit (HI.) unb (V.) überein^ 
fKmmen. Sbenfo in bm übrigen gällen. 

3)ie beiben in biefem ße^rfafec aufgeführten ©Weisungen werben 
naä) i^rem ©rflnber (bemfelben, meld^er bie ßogarit^men erfunben 
^at) bie Slapier'fc^en Siegeln genannt. 3)er ©cbrau^ berfelben 
möge an folgenbcn ffieifpielen erläutert merbcn. 

»eifpiet 1. ©n @(^iff »erläßt Sap ßijarb (12' 30' öfW. Sänge 
üon gerro, 49' 58' nörbl. ©reite) mit einem Sfjimut^*) üon 33' 45', 



♦) ©a« Srgimutl^ »irb Don ®üb (0<>) über 9öe(l (90^) unb «Rorb (180<>) 
m^ Oft (2700) gejd^U. 
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unb fcgctt im größten Greife. Söo, unter meinem SBinfel, unb 
naä) mie langem SBege mirb e9 ben Sfequator f^neiben? 
3m re^tminfeligen 35reierf ABC, gfig. 68, fei AC ber ?fequator ber 

Srb!ugel, BC ber SJteribiflu üon Eap ßijflrb, unb 
B Eap ßijarb. ©egeben ip in biefem 35reierf 
a = 49' 58' unb B == 33' 45'. 

®efud)t hjirb 1) bie Seite b. Um biefetbe wai) 
btw Slapier'fc^en 9tegeln ju jxnben, Ijat man üon 
A^ T ' ben brei SBeflaubtr^eifen beS 35reiedf8, hjelc^e ^ier 
in SBetrat^t fommen, a aU btw mittleren aujufe^en, fo ba^ b unb 
B anliegenbe merben. 2ft8bann erl}äft man 

sin a = tang b cot B 

iDorauö 

tang 6 = sin fl tang B üergl. (IV*.) 

log sin a = 9,88404 
log tang B = 9,82489 
log tang b = 9,7üb93 b = 2T 5' 39". 

Demnach trifft ba^ @ct)iff ben «equator 27' 5' 39" mefHic^ bon Sap 
ßijarb ober unter 14' 35' 39" roefil. Sänge tjon gerro. 

Oefu^t mirb 2) ber Söinfet A. Um biefen nad) btw 5yiapier's 
fc^en Siegeln ju finben, - muß man tjon btw brei JBepanbttjeiten 
beS 3)reie(fS, mefc^e Ijier jur ^ Betrachtung !ommen, A al8 btw 
mittleren anfeljen, mä^renb a unb B nic^t=^ anliegenbe werben. SDIit- 
l^in erhält man 

cos A = cos a sin B t?ergl. (V.) 

log cos a = 9,80837 
log sin B = 9,74474 
log cos A = 9,5531 1 A = 69' 3' 42". 

35a0 ©c^ijf burc^fd)neibet alfo btw Sfequator unter einem Söinfel 
Don 69' 3' 42" ober mit einem 9fjimut[) üon 20' 56' 18". 

©efut^t wirb 3) bie ©eite c. §ier ijl t>on ben brei Sepanbt^eilen 
beö 3!)reiedf8, meldte jur ^Betrachtung fommcn, B al8 ber mittlere 
anjufe^en, jU weld^em a unb c anliegenbe flnb. SDIan f;at alfo 

cos B = tang a cot c 
tooraud 

IBitt{iein*d (g(em.-anat^ematif Il.SBb. 2. 9(bt^. 10 
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log lang a = 0,07567 
log cos 5 = 9,91985 

log tang c = 0,15582 c = 55' 3' 53" 
ober, r auf btt Srbfugcl ju 60 ©ecmcilcn gerechnet, 

c = 3303,9 (Seemeilen 
al8 Sänge be9 bi8 jum Sfequator jurüdfjulegenben Söegeö. 

aSeifpiel 2*). SBann unb wo ge^t für §annot?er am längflen 
Sage bie (Sonne auf unb unter? 

ea fei an ber §immel8fugel, gig. 69, OSWN btt §orijont mit 

btn t>ier garbinalpunften Dp, S @üb^ 
TFSBeft, N^oxb, unb SZN ber 9neri^ 
bian bon §annotJer, Z ba8 3enit^, 
P ber gtorbpol, OQW bn «fequator^ 
unb ABC ber Sagebogeu ber (Sonne 
•am längjten Sage, alfo A ber ^unft 
bea ?fufganga unb C ber ^unft be^ 
nterganga ber ®onne an biefem Sage. 

gjlan jie^e ben (Stunbenfreia PA, S)ann ifl im 3)reie(f PAN^ 
roel^ea in ^ einen redeten SBinfel Ijat, gegeben: 

«Polarbijtaui ber ®onne PA = p = 66' 32' 36" 
^ol^ö^e oon §annotJcr PN=(f = 52*^ 22' 24". 

©efuc^t wirb 1) ber SBintef APN = a?. Um benfelben nat^ bea 

Slapier'fc^en Siegeln jU finben, ^at man üou ben brei S3efianb:= 

t^eifen bea S)reie(fa, welche ^ier in 83etra(^t fommen, x ala ben 

mittleren anjufeljen, toobur^ p unb (p anliegenbe toerben. SJlit^iu 

erhält man 

cos X = cot p tang (p 

log cot p = 9,63740 

logtang(p = 0,11303 

log cos X = 9,75043 x = 55' 44' 37" 
ober in 3eit üermanbelt, 15<> auf eine (Stunbe (*) gerechnet, 

^ == 3* 42' 58" 




A 



*) @8 iß ^ier unDermetbltt^, menn mel^r aU abflrarte fRec^nungesSSetfpirlr 
gegeben to erben foUen, auc^ SBeifpiele auö ber ^flronomte ju ne^en. 
SBegen ber nötl^igen ajlronomifd^en ^etotld barf too^ auf bte t^or^anbenett 
populören SSerfe über ^flronomie bertotefen »erben. 



\ 
\ 
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ajlit^in erfolgt fcer ©onneiiaufganä um 3* 42' 58" SMorgenö unb 
ber ©oimcnuntergang um 8* 17' 2" 9fbenb§ {rvabxt Stit). 

©cfuc^t wirb 2) ber ^v^yn AN = y. Um bicfeu ju jiiibfu, bat 
man öon ben brei föepanbtbcilcn bc8 2)reicrfö, trelcbc Inet' in 
aSrtrac^t fommcii, p al8 ben mittleren an}ufef»en, folgli* g unb ^ 
als nic^ts^antiegenbe. Xann erbält man 

cos p =: cos y cos cp 

iroraue 

cos» 
cos y = — ^ 

•^ C08<p 

log cos p = 9,59995 
log cos (p = 9,78570 

log cos y = 9,81425 y = 49' 18' 26". 

2fIfo f)obtn bie Ranfte be8 (Sonnenaufgangs unb ©onnenunters 
gangS bejie^ungSmeife ein «fjimut^ oon 229° 18' 26" unb 130M1'34". 

S3eift)iel 3. Söie ^od) unb ju welcher 3eit fler)t für §annoOer 
am längjten Sage bie ©onne im erfien SSertical, b. 1% genau in 
Oft ober SBcjt? 

SJlan fann ttjieber bie im üorigen ffieifpiele gegebenen 3aljlen 
gebrauchen. J)er rechte SBinfel beS 3)reiedf6 liegt ^ier am 3cnitl). 

Sfnhü. §ööe30' 10' 19", 3eit 7* 18' 10" SSormittagS unb 4* 41' 50" 
5yiac^mittag8 (roa^re 3cit). 

83eifpiel 4. 5BeIcbe6 jtnb für §annot?cr bie äu^erflen mög-« 
li^en Sfjimut^e eines gegebenen ßircumpoIarflernS? 

?fl8 S3eifpiel eineä Sircumpolarpernö für §annooer !ann ber 
©tern a beS großen S3ären (3)ubt)e) bienen, beffen ^olarbiflanj 
p = 27° 30' 41" ju fe|en ijl. 2)er rechte Söinfel beS 2)reiitf8 liegt 
l^ier am ®tern. 

«fntro. 130° 50' 0" unb 229° 10' 0". 

Das fdjirfminkeltge fpl)ärifjd|e Ureiedi. 

§. 200. 

ßel^rfa^. @S fann nid^t nte^r aU \)xtx ©teid^ungen 
geben, mi^t Je tjter ©eflanbt^eite eine« ©reiedfö in fld[i 
enthalten. 

SBeroeiS. SCBenn man alle möglichen SäHe aufjä^lt, in benen 

IQ* 
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je üicr S3ejlanbt^cifc cincö 2)rcic(f8 jufammengenommen werben 
fönncn, fo erhält man bie folgcnben: 
1) 3 ©eitcn unb ein SBinfel, 
• 2) 2 (Seiten, ber eingefc^Icffene unb ein gegenüberliegenber 
Söinfel, 

3) 2 (Seiten unb 2 gegenüberliegenbe SBinfel, 

4) 1 (Seite unb 3 2öinW. 

3n iebem biefer ??ä(Ie ijt eine ©leid^uug möglich, fo ba^ alfo 
üier §unbamental'®leic^ungen be8 3)reie(f8 entjiel^en^ 
ttie bie folgenben Paragraphen jeigen. 

Solan üerglei^e Ijier unb in ben folgenben Paragraphen Srigonom. 
§. 56 unb folgg. 

§. 201. 

Sel^rfa^- 3tt>if^en jirei (Seiten unb ben beiben gegen^ 
übertiegenben SBinfetn eineö ©teiedfö befielt bie ©teld^ung 

sin a sin B = sin b sin A, (I.) 

Ober in ber Sorm einer Proportion auSgebrüdft 

sin a : sin i = sin A : sin B 
b. i. in SBorten: S)ie ®inu8 jmeier (Seiten eines ©reietfö üer^ 
galten jic^ ju einanber roie bie ®inu8 ber biefen (Seiten gegenübers= 
liegenben Söinfel. 

S3eh3ei8. 3n bem 3)reie*e ABC, gig. 70, fäde man au8 C 

ba^ ^erpenbifel CD = x auf bie (Seite c, 
ttjoburc^ ba9 ®reiedf in bie beiben ret^troinss 
feiigen 3)reierfe ACD unb BCD jert^eilt wirb. 
3n biefen beiben 3)reiedfen fann, nat^ (Sä^en 
aC^ In f) \> ^^^^ ^^^ red}tminfelige ©reietf, ber Söertl^ 

Don X auf boppelte 9Beife au8gebrüdft werben 
wie folgt: 
3m ®reierf ACD ^at man nac^ §. 194 

sin a? = sin b sin A. (1.) 

3m 3)reiedf BCD ^at man ebenfo 

sin (T = sin a sin B, (2.) 

9fu8 ber ©feic^fefcung ber SBert^e üon sin x au8 (1.) unb (2.) 

fc^Iießt man 

sin a sin B = sin b sin A 
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ober al8 Proportion auögcbrücft 

sin a : sin & = sin A: sin B 

Sfnmerfung. 3)ic SunbamentaI-®fcid)Utig (I.) !anu axii), 
mit S3ertaufcf)ung ber SBut^pabcn, noc^ auf folgcnbc bcibc Sfrtcu 
geft^ricben rücrbcn: 

sin a sin C = sin c sin A ober sin a : sin c = sin A : sin C 
sin 6 sin C = sin c sin B „ sin ft : sin c = sin B : sin C. 

Söenn in gig. 70 ba9 ^erpeabifel CD = x nit^t bie ®eite c 
felbjt, fonbern bie SSerlängerung berfclbcn über A ober B ^inauS 
trifft, fo entfielt no(^ immer biefelbe gunbamental = ©leic^ung. 
9Jlau fflnu fit^ baüon überjeugen, inbem man bie Sigur ent- 
fprc^enb abänbert unb an ber geänberten ?5igur bie obige ®nt* 
rüidfelung mieber^olt 3)aafelbe gilt in ben brei folgenben ^ara- 
grapljen. 

§. 202. 

SeJ^tfa^. 3tt?if^en jtvei (Seiten, bem eingef^toffenen 
SBinfet unb einem gegenübertiegenben SBinfet eines S5reiedf8 
befielt bie ©teid^ung 

cos c cos ^ = sin c cot b — sin ^4 cot B, (II.) 

83 e tu ei 8. 3m 3)reie(f ABC, ^g. 70, fätte man au8 C ba^ 
819. 70. ^perpcnbifel CD =^ x auf bie ©eite c, melci^e 

baburd) in bie beiben Steile BD = y unb 
AD = z jtriegt hjirb. ?fl8bann ^at man im 
S)reie(Ie BCD mij §. 196 
j^« cot Ä = sin y cot x 

unb menn man hierin y = c — z fe^t 
cot B = sin (c — a) cot x 
woraus na^ Srigonom. §. 34 folgt 

cot ß = sin c cos z cot x — cos c sin z cot x, (1.) 

9lun ifl nac^ §. 196 ferner 

sin Ä cot a? = cot A (2.) 

unb trenn man biefe ©leic^ung burd& bie axiQ §. 195 entnommene 

®Ieid)ung 

tang z = tang b cos A 
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bitJibirt, fo !ommt 

cot b ' .«V 

cos z cot X = - — - . (3.) 

sin yl ^ ^ 

S)te ©ubjHtution btt 3Bcrt(jf (2.) uiib (3.) in (1.) gicbt 

, « sin c cot b . . 

cot B = ; — : COS e cot A 

sin A 

tüorauö folgt 

sin A cot B = sin c cot 6 — cos c cos A 
unb cnblic^ 

cos c cos A = sin c cot b — sin ^4 cot B 

tu. j. b. m. 

Sfnmerfuug. 3)ic 3ruubameutaI:=®Ieic^ung (II.) faun, mit 
SScrtaufc^ung bcr aSuc^jtabcn, nod) auf folgcubc 5 Strtcn gcfc^ricbcn 
rücrbcii : 

cos a cos C = sin fl cot b — sin C cot B 

cos c cos B = s\n c cot a — sin B cot ^ 

cos b cos C = sin 6 cot « — sin C cot A 

cos 6 cos ^ = sin 6 cot c — sin A cot C 

cos a cos B == sin a cot c — sin JP cot C, 

3)ic gorm, in rrclc^er bicfe ©leic^ungeii Ijier gef^rieben finb, 

eignet ^ij am bcflen baju, um fte im ®cbä(^tniffe ju behalten. 

(Denn ba bie üier 83epanbt^eile, meiere tjier in SSetradjt fommcn, 

im Umfange bt^ 3)reied8 unmittelbar auf einanber folgen, fo 

fann man immer jwei berfelben mie mittlere, unb bie beiben 

anbern mie äußere anfetjen. Sfläbaun fagt bie ®Iei(^ung in 

SBorten: S)a8 ^robuct ber ßofmuS ber beiben mittleren 

©ejlanbt^eile ijt gteic^ bem ^robucte au§ bem ®inu8 ber mitt^ 

leren (Seite mit bem Kotangens ber äußeren ®eitc, Der= 

minbert um ba8 ^robuct au8 bem ®inu8 be9 mittleren Söiu:? 

fel8 mit bem Kotangens be8 äußeren SBinfcIS. SJlan be:= 

aijtt babei bie 2fe^nli(^feit, mef^e ba^ SSorfommen Don cos, sin 

unb cot mit btn 9lapier'f(^en fftegeln für baB rec^tminfetige ®reietf 

(§. 199) l)at. 

35iefe8 mnemonifc^e §ülf9mittel pflegte ®auß feinen 3u]^örern 
mitjut^eilen. 

§. 203. 

Sel^rfa^. 3tt)if^en ben brei ©eiten unb einem SBinfet 
eines S)reietf6 befielt bie ©tei^ung 




&p^dtif^t Xrigonometrir. 151 

cos a = cos b cos c -f- sin 6 sin c cos A, (Ul.) 

S3errci6. 3m 3)rciedfc ABC, WiQ. 70, fälle man mieber auö 
»ifl. 70. c ba8 ^erpenbifcl CD = a? auf bie (Seite 

c, treibe baburc^ in bie beiben Steile BD 
= y unb AD = z jerlegt trirb. 9f(8bann 
l)at man im S)reiedf jPCD nad) §. 193 

aC^ L y_ 3s ^^^ ö = COS y cos ar 

o unb menn man Ijierin y = c — zft^t 

cos a = cos (c — js) cos a? 
trorau8 nad) Srigonom. §. 34 folgt 

cos a = cos c cos ä cos a? -|- sin c sin z cos a?. (1.) 

sann ijt nac^ §. 193 ferner 

cos z cos a? = cos 6 (2.) 

unb trenn man biefe ©leic^ung mit ber au8 §. 195 entnommenen 
©lei^ung 

lang z = lang b cos A 
multiplicirt, fo fommt 

sin z cos a? = sin 6 cos A, (3.) 

S)ie (Subftitution ber Söertr^e (2.) unb (3.) in (1.) giebt 
cos a = cos b cos c -|- sin 6 sin c cos A 

tu. j. b. it). 

?fnmerfung. S)ie ?5u nbamental -Oteic^ung (III.) fann, mit 
IBertaufc^ung ber JBu^jtaben, noc^ auf bie folgenben beiben Sfrten 
gefc^rieben hjerben: 

cos b = cos a cos c -{- sin a sin c cos B 
cos c = cos a cos 6 -|- sin « sin b cos C. 

§. 204. 

Ißel^rfa^- 3tt)ifd)en einer ©eite unb btn brei SBinfeln 
eines ®teierf6 befielt bie ©teid^ung 

cos A = — cos B cos C -^ sin B sin C cos a. (IV.) 

Setreis. 3m S)reie(f i4J?(7, ?5ig. 70, fäffe man au8 C ba8 
^erpenbifel CD = x auf bie (Seite c, trobur^ ber SEBinfel C in 
bie beiben Steile BCD = ¥ unb ilCD = Z jerlegt trirb. 9fl8bann 
^at man im 3)reiedf ilCD nat^ §. 197 

cos i4 = sin Z cos x 
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unb mcnn man hierin Z = C — K fefet 

cos i4 = sin (C — Y) cos a? 

voraus nac^ Srigonom. §. 34 folgt 

cos A = sin C cos F cos x — cos C sin Y cos a:. (1.) 
»ig- '70. gftim ijt nad) §. 197 ferner 

sin y cos X = cos B (2.) 

anb itjcnn man biefc ©feic^ung mit ber auö 
§. 198 entnommenen ©leic^ung 

cot F = lang B cos a 
multiplicirt, fo fommt 
cos Y cos X = sin B cos a. (3.) 

®ie ©ubpitution ber SBertfje (2.) unb (3.) in (1.) giebt 
cos i4 = sin ^ sin C cos a — cos B cos C 
b. i. 

cos A = — cos B cos C -}- sin J? sin C cos a 

lü. j. b. it). 

9fnmer!ung. 3)ie SnnbamentaUOIeidjung (IV.) fann, mit 
SSertauf^ung ber S3nd)paben, nod) anf folgenbe beibe 9(rten ge- 
fc^rieben werben: 

cos B = — cos A cos C -\- s\n A sin C cos b 
cos C = — cos A cos B -)- sin A sin Ä cos c. 

®ttra8 färjer fann ber 83ettjei9 biefeS ße^rfafcea burd) baS ^ofar== 

S)reie(f (§. 167) geführt mcrben. 3)enn nac^ §. 168 fmb bic 

©eitcn beö «polar :=3)reiedfa 180' — A, 180' - B, 180' — C, unb 

bie minhl bcSfelben 180' - a, 180' — 6, 180' — c. ?5oIgIic^ 

5at man au8 bem t>origcn ^aragraptjen 

i^Afl nftno .X _ (cos (180' - B) cos (180' -~ C) 

cos^iöu — ^;_ |4.sin(180'-/?)sin(l80'-C)cos(180'-ii) 

b. i. 

— cos A = cos B cos C — sin J? sin C cos fl, 

mel^e @Ieid)ung mit (IV.) ibentifd^ ip. 

§.205. 

dufQ|. 3n ben ^icr entirirfeften ^mbammtaU®Ui^ 
i)nnQzn bt6 S5teierfS finb bieienigen beö red^tirinfctigen 
5)reiecfS atö befonbere fjätte entsaften. 



35ie8 Iä|t ftd) ebenfo \m in Srigonom. §. 60 jeigen. S)er ßin^^ 
fat^Ijeit mcgcn barf bie 9{bleitimg l^icr moljl übergangen rrerben. 

Sfnmerfung. S)ie gunbamental'®lei(^ungen be8 fpl^ärifc^en 
3)reiedf8 enthalten jngleid) and) biejenigen be8 ebenen 3)reie(fa al§ 
befonbere gälle in ftc^. S)enii eS ijt an [\ij flar, ba^ je Heiner 
man anf ber ^ngel bie Seitenlangen eines fp^ärifdjen 3)reiedf6 im 
aSergleid) jnm ^ugelljatbmeffer annimmt, befto näber biefeö ©reiedf 
einem ebenen S)reiedfe fommcn mn|5 ttjie man benn and) j. 83. auf 
ber (Srbfugel ©reiedfe, iretc^e innert>ilb eineS ©runbftüdfS, einer 
gelbmarf 2c. tjorfornmen unb irield^e eigentlid) unb in üöKiger 
Strenge fpl^ärifc^e S)reiedfe ftnb, of^ne jeben bemerf baren gel;ler für 
ebene S)reiedfe nimmt unb al9 foId)c in Jftedjnung bringt. 2)ie 
präcife Sfbleitung ber gunbamental=®teic^ungen beS ebenen J)reie(f& 
au8 benjenigen bea fpljärifc^en 3)reie(fS fe^t iebod) SSegriffe unb 
(Sntroidfelungen borauS, rreld^e erfl in ber Sfnall;fta gegeben werben 
fönnen. SBiff man biefelben I;ier fd)on Ijeranjieljen, fo fann bie 
gebaute Sfbleitung gefc^ie[;en wie folgt: 

3n ber 9fnall;fi8 §. 153 mirb gejeigt, ba^ man bie S3Jert[}c bt^ 
@inu8 unb beS ßofmuS irgenb eines SöinfelS x bnxi) Jfteifjen au0=:^ 
brüdfen fann, welche nad^ fleigenben ^otenjen üon x georbnet jtntv 
unb oljne ©nbe fortlaufen, nämlit^ 

sin a? = 0? ?■ -f- • • * 

©ierin bebeutet x bie a3ogenIänge be8 SBinfelS fttr ben §albmejfer 
SinS. Sfuc^ barf man in biefen Steigen, je Heiner x angenommen 
wirb, beflo mel)r bie fjö^eren ^otenjen üon x neben ben niebrigereu 
als üerfc^ttjinbenb !(ein anfeljen unb beS[;aIb meglaffen. 

(gS feien nun a, i, c bie brei ©eiten eines fpfjärifdjen 3)reiedfS 
burd) eine beliebige Sängen 5: (ginfjeit gemejfen, unb r ber Äuget 
^atbmeffer burd) biefelbe Sängen s^ginbeit gemeffen. SflSbann ftnb 

— / y/ "7 ^if jenen ©eiten entfpredjenben SBogenfängen für bm 

§albmejfer ®inS, unb wenn man für bie ©inuS unb SoftnuS ber:^ 
felben bie obigen Sleifjen fefet, fo üermanbeln [\ij bie ?5unbamentaU 
®[eid)ungcn bcS fpl;ärifc^en S)reiedfS wie fofgt: 
SfuS ber ®Ieid)ung (I.) §. 201 wirb 
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(7 - ^ + . . .) sin Z? = (-^ - ^ + . . .) Sin .1 

unb folglit^, inbem man bic [;ö^cren ^otcujcn ber ^Bogenlängen 
neben btn niebrigeren wegläßt 

a sin B = b sin A 

tt)eI(^eS bie erfle Sunbamental-SIeit^ung beS ebenen 35reie(Iö ifl. 
?fn8 ber ©feic^ung (II.) §. 202 mxb 

r 6r8 + • • • 

-— sin A cot B 
b. i. 

r 2i^ 6r^ ' ' ' J 

unb barauS burd^ Söeglaffung ber ^btjeren ^otenjen ber 93ogen= 
längen neben ben niebrigeren 

b cos A = c — 6 sin ^ cot B 

trelc^e ©leic^ung mit ber jmeiten gunbamentat®leic^ung be§ ebenen 
2)reie(l6 ibentifi^ ifl, bie man gemö^nlid^ f^reibt 

„ b sin A 

tang B = 1 7 • 

° c — 6 cos A 

?fn8 ber ©leic^ung (III.) §. 203 wirb 



cos y4 = r-r — ^-r- 



b. i. 
i 
2^.2 n^ . . . — 2r* 2r2 ' 4r 



0-.2 I • • • O-.2 0..2 "T~ A-.4 



+ (y-^.-^.^>J^osA 

unb barauö bur^ Söegfaffung ber ^ö^eren ^otenjen ber fBogen^ 
längen neben btn niebrigeren 

ö« = 6« + c' — 2 6c cos A 
^'^tQ bic britte gunbamentaUOlei^ung be6 ebenen 35reietl6 ijl. 
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(Snblxi) auö ber Oleit^ung (IV.) §. 204 mxb 

cos il = — cos Ä cos C 4" sin Ä sin C I 1 — TT + * * ' I 

unb wenn man hierin bie ^öljercn ^otenjen bcr S3ogenIängen neben 
ben niebrigen tüegicift 

cos ^ = — cos (B -[- C) 

mlä)t ®kiä)m\Q nid)t9 anbereö auSfagt, al8 ba^ bie SBinfelfumme 
-4 + Ä + C beS 3)rciedCa genau jtrei Steckte beträgt, b. ^. ba^ ber 
fp^ärift^e Sjrce^ ben SBertö STulI angenommen Ijat. 

®ine gortfefcung biefer 33etrad^tungen für 3)reiedPe, meldte nic^t 
[el^r Hein jtnb, fe^e man im §. 228. 



)9eredinun0 unbekannter 0eflanMi)eUe its r<c^tefttitnkeltgen 

fptlärifd^en Htxeietks. 

§. 206. 

Aufgabe. Stuö ben brel gegebenen (Seiten eines ©teietfö 
einen ffiiinfet beefelben ju beregnen. 

©egeben a, h, c, ©efuc^t A, 

Sfuflöfung. SJlan ne^me biejenige SunbamentaUOIei^ung, 
roel^e bie gegebenen 33ejlanbt^eile a, h, c, unb ben gefud)ten Se^ 
fianbt^eir A enthält. 35ie8 ifl bie (Sleic^ung (III.) 

cos a = cos b cos c + sin 6 sin c cos A. 

J)ie Stuflöfung biefer ®leid)ung für cos A ate Unbefannte giebt 

. cos a — cos b cos c 

cos A = : — 7—: 

sm 6 sin c 

!S)iefe ?5ormeI giebt bzw gefuc^ten Söinfel A. 3)ie fJtet^nung 
nac^ berfelben ifl nic^t bequem für Logarithmen, meil jte eine 
©ubtraction entljält, meldte nött)igt, üon btn Sogaritbmen ju 
3a^Ien unb üon ben 3at)Ien mieber ju Logarithmen überjugeljen. 
2)oc^ fann man fic^ mit SSort^eil babei ber ©aufifc^en Sogarit^^^ 
men bebicnen*). 



*) ^ie ®au^tf(^en Sogarttl^men »erben ^ter in berjemgen ^Inotb.nung üors 
ausgefeilt, xoit {le bed SBerfaiferd fünffleHtge Iogantl^mtf(| s tTigonometrif(|e 
aiofeln @. 100 jf. geben. 




7# 
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Seifpiel. 3u meld)er 3eit ^attc in §annoüer am 31. SJlai 
1862 bic ©onne eine §ö[)e üon 40"? 

3n Sig. 71 fei OSWN ber ^orijont 
unb SZN ber ajleribian üon ^annoücr, 
Z ba^ Benitf), P ber STorbpol, OßW ber 
Sfequator nnb M bie ©onne. 2Jlan 
jiefie burc^ bie ©onne bm 83erticalfrei6 
^ ZMH unb ben (Shmbenfreia PMR. m^^ 
bann ijl gegeben: 

§ö^e ber ©onne HM = iO' alfo Zitf = a=50" 

2)ecIination ber @onneÄi»f = 21*55' 14" „ PJ!f=6=68" 4 46 
SjßoUydljt D. ©annoüer PiV = 52'' 22' 24" ,, ZP = c =37' 37' 36 
nnb au8 biefen brei ©eiten beS ©reietfS ZPM berechnet man ben 
©tunbenminfel ZPM = A wie folgt: 

log cos a = 9,80807 log cos b = 9,57208 

log cos c = 9,89873 

9,47081 
(5) = 0,33726 . . . (^)= 0,06967 

. J). ®. log sin b = 0,03259 
35. ©.log sine = 0,21430 

log cos A = 9,78737 

^ = 52" 12' 8" 

ober in 3eit üeriüanbelt, 15° auf eine (Stunbe gerechnet, 

^ = 3* 28' 49". 

2Jtit^in finbet bie gegebene §5^e fiatt um 8* 31' 11" SßormittagS 
unb um 3* 28' 49" STad)mittaga (mf)xt 3eit). 

®ine für logarit^mift^e Jfted^nung bequeme Sormel jur fBereti^:^ 
nung be6 SBinfel6 A, meiere nic^t bm ©ebrauc^ ber ©außifi^en 
ßogarittjmen forbert, giebt ber folgenbe ^aragrap^. 



§. 207. 

Aufgabe* SCuö bm brei gegebenen ©eitert cincö ®rei« 
edfö bie ^ätfte eines SBintelö ju beregnen. 
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(StQtbtn a, h, c. Oefiictt-g' • 

Sfuflöfung. 1) 9Äan fann jur SBtflimmung beö gtfu^tm 
Ratten SBinfelö bm 6ofinu8 roäMen. ?la* Srigonom. §. 36 
^at man 

i4 1/1+ cos A 

unb romn man bicrin für cos A feinen SEBertb auö bem Dorigen 
Paragraphen aw bie (Stelle fe|^t, fo fommt 



4=/ 



. COS a — cos h cos c 



^^„ „ sin b sin c 

cos - 



=v 



sin 6 sin c -j~ ^^^ a — cos b cos c 
2 sin b sin c 



^ l/ cos g - cos (A + c) (StiöOIl. §. 33) 

r 2 sin & sin c 



=/ 



sm ' ^ ' — sin - ' 



2 



. (Srigon. §. 38) 

sin 6 sin c 

!Diefe Sormel laßt fidj not^ baburt^ üereinfat^en , ba^ man bie 
^albe (Summe ber brei ©eiten 

2—=* 

in bie Sleti^nung einführt. !Denn wenn man ^ierDon bie ibentifc^e 
@Iei(^ung a = a fubtral^irt fo fommt 

bA-c — a 

2 = '-^- 

(Sefet man biefe beiben SEBert^e in ben üor^in gefunbenen Sfu8* 
brutf, fo erhält man enblit^ 

A 



I / sin s sin {s — ä) /i \ 

f sin b sin c 



COS ^ — - ... 

2 r sin 6 sin c 



66 fei }. 58. tüie im üorigen Paragraphen gegeben a == 50', 
b = 68' 4' 46" , c = 37' 37' 36/' gjlan ret^ne 
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a = 50° 0' 0" 
6 — 68 4 46 
c — 37 37 36 


log sin < — 9,99017 

log sin (« — fl) — 9,66950 

S). a. log sin 6 = 0,03259 


155 42 22 
:2 


35. e. log. sin c — 0,21430 

19,90656 


, = 77 51 11 


:2 


«—a— 27 51 11 


log cos -^ = 9,95328 
2 — 26" 6' 10". 



ajtit^in ip ber gefugte aöiufcl A = 52" 12 20" ober in 3eit 
üermonbelt i4 = 3* 28' 49". 

2) ajtan fann anä) jur S3eflimmung be6 gcfud^ten falben SSin^^ 
fete ben ©inu6 irä^Icn. STa^ Srigon. §. 36 i)at man 

. i4 i/l — cos i4 

'''''2=y — 2 — 

unb tüenn man ^icrin für cos A feinen SBert^ ans bem Dorigen 
Paragraphen an bie (Stelle fefet, fo fommt 



. A ]/ 
iin rr- = r 



I cos a — cos b cos c 



«,n V sin 6 sin c 

sin^ 



I /sin b sin c — cos a -[- cos ft cos c 






2 sin b sin c 



cos (6 — c) — cos a 
2 sin b sin c 



(Srigon. §. 34) 



. + 6 — c . a— 64-c 
Sin K sm o 



(^rigon. §. 38) 



sin b sin c 

Um ^ier »ieber bie ^albe ©umme ber brei ©eiten 

a-\- b 4- c 

■ ■ — = 8 

2 

einjnfü^ren, fnbtra^ire man ^ierüon bie ibentifc^e ©lei^nng b = b, 
tüobnrc^ man erhält 

a — b A~ c , 
:>-^=«-*) 
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unb ebenfo bie ibcntifi^c ©leic^ung c=c, tpoburc^ man erhält 

a A- b — c 

-^ = *-c. 

35ic ©nfefcung bicfcr beiben SBert^c in ben Dorl^in gefunbcnen 
§fuSbru(f giebt cnblic^ 

. Ä _ I / sin {s - h) sin {s — c) ^ 

&m-^—y sin b sin c ^^') 

®6 feien j. 33. wieber bie obigen 3a6Ien gegeben. 3!)ann 

^at man 

8 = 77' 51' 11" log sin {s — b) = 9,22982 

unb baraliS log sin (« ^ c) = 9,81011 

« — 6 = 9 46 25 3). ®. log sio b = 0,03259 

Ä — c = 40 13 35 J). g. log sin c = 0,21430 

19,28682 
:2 



log sin -^ = 9,64341 

i. = 26° 6' 5". 

gjlit^in ip ber gefachte Söinfel Ä = 52" 12' 10" ober in 3eit 
üermanbelt 3» 28' 49". 

3) SJlan fann enblid^ and) jur 33ejiimmung be6 gefugten f)aU 
ben Söintete ben ^angena mähten. 35ie S)iDijlon ber ©leic^un:^ 
gen (2.) burt^ (1.) giebt unmittelbar 

tang A = ]/" «'° (^. - ^} «ioV;^, (3.) 

-6 r sm « sin (« — a) 

©benfo giebt ba6 Dorige Bal^Ienbeifpiel unmittelbar 

9,64341 
9,95328 



A A 



io a' a" 



log tang y = 9,69013 y = 26" 6' 6' 

alfo A = 52<> 12' 12" ober in 3eit üermanbett A = 3^ 28' 49". 

2)iefe lefcte SSefUmmung be6 SBinfeta A ifl bie juDerläffigjle üon 
biefen breien^ f. Srigon. §. 62 am ©djluß. 

SBitt man aUe brei SBinfel A, B, C jugteic^ berechnen, fo fann 
man aüd^ ^ier bie in ber Srigon. §. 62 ?fnm. gegebene Umfor« 
mung anwenben. 
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§. 208. 

3ufn^. Um axi& 5en brei gegeOenen (Seiten eines ©tei^ 
erfö bcn @inud eines SBinfetS ju ftnben, f)at man 

. 2 ysin s sin (s — - a) sin {s — b) sin (s — c) 

Sin A = ; — I — , • 

sm sm c 

3)iea ergiebt jlc^, lüenn mau in bie ©feic^ung Srigon. §. 35 

sm A = 2 sin — cos -75- 

bic Söertf;e (I.) uiib (2.) auS bem vorigen ^aragrapfjen einfefet. 

Sfnmerfung. SEBenn man bcn SBert^ üon sin A unmittelbar 
ouS bemjenigen üon cos A^ §. 206, ableiten miff, fo er^äft man 

. 1/ , /'cos a — cos b cos c"\' 

sm ^ = 1/ l — I ,—7—, I 

r V. sm ö sin c J 

b. i. 

\\ — cos rt' — cos 6* — cos c* + 2 cos a cos 6 cos c 

sm ^ = : — T-. ' • 

sin b sin c 

J)iefer Söertt) mu^ mit bem obigen ibentifd^ fein, unb e8 finbet 
mithin unter \iz\\ brei Sfementen a, h, c bie bemerfenSmertfje ®ld^ 
d)ung flatt 
4 sin s sin (s — a) sin {s — b) sin (s — c) = 

1 — cos a* — cos 6* — cos c* -f" 2 cos a cos 6 cos c 

ieren birecter ©emeiö nic^t o[;ne ©t^mierigfeiten ifl. 

§. 209. 

$lufga6e. ^\xi jtrel gegebenen (Seiten imb bem eins: 
^efd^fofenen SBintel eineö ©teierfö einen ber beiben anbe^^ 
ren SBSinfel ju beregnen. 

©egeben b, c, A. (Sefut^t B. 

9fuf[5fung. SJlan netjme biejenige Sfunbamentaf^Oleic^ung, 
votli)t bie brei gegebenen ©ejlanbtfjeife b, c, A unb htw gefudbten 
iBepanbtfjeil B in fic^ enthält. S)ie8 ift bie ®fei(^ung (II.) 

cos c cos ^ = sin c cot b — sin i4 cot B, 
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J)ie «fufföfung biefcr Olcit^ung fftr cot B nia Unbefannte giebt 

sin c cot 6 — cos c cos A 



cot B = 



sin A 



iDiefe gormel, treibe für logarit^mif^e Sle^nung nic^t bequem 
i% eignet jtc^ bagegen jum ©ebraud^e ber Oaußifi^en ßegarit^men. 




IBeifpiel. SBeld^eS §fjimut^ l^atte in ^annoüer bie (Sonne 
am 12. aJläti 1860 um 3* 16' SRat^mittaga (nja^re 3eit)? 

iftfl. 71. 

3n gig. 71, toü6)t ijin biefelbe Iße:^ 
beutung tt)ie im §. 206 f)at (nur mup 
man jl^ mit W üertaufd&t benfen), ip 
J!f gegeben: 

2)eclination ber (Sonne ÄJIf = — 3" 4' 10" alfo 

pj|f = 6 = 93M' 10" 

^ol^ö^e üon ©annoüer PN = 52" 22' 24" alfo 

ZP = c = 37" 37' 36" 

(^nbenwinfel ZPM = ^ = 3^ 16' b. i. = 49" 

unb au8 biefen brei ©ejlanbt^eilen beS 35reietl8 ZPM bereti^ne man 

ben SBinfel MZP=B wxt folgt: 

log sin c = 9,78570 log cos c = 9,89873 

log cot b = 8,72873 *) log cos A = 9,81694 

8,51443 9,71567 

(^) = 8,79876 . . . (Ä) = 0,02650 

35. ®. log sin A = 0,12222 



log cot B = 9,86439 

5 = 126" 11' 47'. 

Srifo beträgt baB gefud)te Sfjimut^ SZM, welc^eö ber STeben^^ 
ttjinfel Don B ijl, 53" 48' 13". 



*) ©a b ein jlumpfer SBinfel ifl, fo ijl cot b negatiü, mithin üerwanbelt 
^ä) bie in ber gormel angejeigte @ubtraction in eine Slbbition, unb ju* 
flleit^ »irb cot B gleidjjfall« negatiü b. i. B ein jhimpfer SGBinM. 

9Bittfltin*S (SCem.-aRat^ematit. U.S3b. 2. iCbt^I. 11 
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@ine für logaritfjmific^e fftcc^nung bequeme Sformel toirb bnxä} 
ben folgenben ße^rfafc üorbereitet. 

§. 210. 

ßel^rfa^. 3tt)ifd^en fünf Sejlanbt^ eilen eines ©reierf* 
flnben bie biet ©lei^ungen jlatt 

cos ^ tang — ^ — = cos — ^ — cot ^ 
sm — ^ — tang — - — = sm — ^ — cot y 



cos 



B-\-C . b+c B'-'C . a 



. B + C , b — c . ^ — C , a 

sm — i— tang — ^ — = sm — ^ — tang — . 

SSeweiS. 1) Sfu8 ber Sunbamental- (Steigung (I.) f^at man 

sin a sin ^ = sin b sin ^4 

unb inbem man bie Suc^jiaben B, b mit C, c Dertaufc^t 

sin a sin C = sin c sin A, 
(Die Sfbbition unb ©ubhracti'on biefer beiben Oleit^ungen giebt 
sin a (sin B -^ sin C) »= (sin 6 -[- sin c) sin A (h) 
sin n (sin B — sin C) = (sin b — sin c) sin A. (2.) 
2) STua ber f?unbamental:=®lei(^ng (11.) ^t man 

cos c cos ii = sin c cot b — sin ^4 cot f 
b. i. 

sin c cos b sin ^4 cos ^ 



cos c cos ^ = 



sin b sin j? 



unb lüenn man hierin für ba8 aSer^ältniß ^^-^ nat^ (I.) ba^ gleiche 



sin £ 
sin 6 



SBer^ältnif ^ an bie (SteHe fefet 



. sin c cos b sin a cos j? 

COS c cos il = - 



sin b sin 6 

^arauö folgt 

sin a cos J? = sin c cos b — sin b cos c cos il 
unb inbem man bie 93ud)Paben B, b mit C, e tjertaoft^t 

sin « cos C = sin b cos c — sin c cos b cos il. 
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2)ie Sfbbition biefcr beiben Olcit^ungcn giebt 

sin a (cos B + cos C) = sin (b + c) (1 — cos Ä). (3.) 

SCBerbcn nun bie Oleic^ungen (1.) unb (2.) burt^ (3.) bimbirt, 
fo t)erfi^winbct bie (Seite a, unb man erhält 

sin B -{- sin C sin b -{- an c sin ^ 

cos B + cos C sin (6 -|- c) 1 -- cos A 

sin j? — sin C sin ^ — sin c sin i4 

cos B -f- cos C sin (6 -f- c) 1 — cos il 

b. i. burt^ goniometrif^e Umformungen, meldte bie l^alben SBinfel 
in bie 9led^nung einführen, f. Srigon. §§. 35 unb 38 

b — c 

tang-X_ = irp7-'^*T 

cos 



sm 



2 

b — c 



B — C 2 ^ A 

tang^-= cot-^ 

sm-^ 

welche Oleic^ungen mit ben beiben erflen ©leit^ungen be6 8e^rfa|e8 
ibentift^ Pnb. 

3) Sfua ber Sunbamental^^oieid^ung (II.) ^at man, mit SBers^ 
tauft^ung ber ©uc^jlaben A, a mit C, c, 

cos a cos C = sin a cot h — sin C cot B 

b. i. 

^ sin a cos 6 sin C cos ^ 

COS a cos (; = — 



sin 6 sin ^ 

sin a 
sin 6 

sin B 



unb toenn man hierin für ba^ SBer^ältniß ^!" l naä) (I.) baS 

sin A 

gleiche aSer^ältniß —, — ^ an bie ©teile fefct 



y, mn A cos b sin C cos ^ 

COS a cos C = - 



sin J? sin B 

Daraus folgt 

sin Ä cojs i = sin C cos ^ -|- sin B cos C cos a 
unb inbem man bie ©u^fiaben B, b mit C, c oertaufd^t 

sin A cos c = sin B cos C -}- sin C cos B cos a. 

ir 
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35ie Sfbbitiou bicfer itibtn Oleic^ungen gicbt 

sin A (cos b + cos c) = sin (5 -f- (^ + ^^ ^)- (^O 

SBcrben nun bie ®Ieid)ungen (l.) unb (2.) burd^ (4.) btoibirt, 

nat^bem man juüor in ben bcibcn crfleren bic rechte unb linfe 

(Seite üertaufcbt f)at, fo üerfc^tüinbet ber SBinfel A unb man erl^ält 

sin b -}- sin c sin B -\- sin C sin a 



cos Ä -f- cos c sin (5 -f- C) 1 -f- cos a 

sin 6 — sin c sin B — sin C sin a 

COS b + cos c sin (B -}- C) 1 -|- cos a 

b. i. bur(!^ goniometrifc^e Umformungen (wie oben) 

B^C 
tang -f- = —^^ lang - 

sm-^ 

tüelc^e Oleicbungen mit ben beiben legten ©leic^ungen bea 8e^r= 
fafceS ibentifc^ fmb. 

SInmerfung. 35ie in biefem ße^rfafce aufgeflelltcn ®Ici(3^un:= 
gen lüerben na^ i^rem (grfinber bie STapier'fc^en §fnaIogieen 
genannt. SJtan finbet jle ^äufig aut^ in ber gorm üon ^ro^ 
Portionen auSgebrtidCt, tpelt^e Ummanblung lei^t ju bciüerf:^ 
flelligen ifl. 

§. 211. 

Aufgabe. Sfuö jiDei gegebenen ©eiten unb bem ein:: 
gef^lojfenen SBinfet eines ©teiedfö bie Reiben anbeten 
SBintet jugtei^ ju finben. 

©egeben b, c, A. ©efuc^t B unb C. 

§fuflöfung. 9[u6 bm beiben erjlen ber Stapier'fc^en Sfnalo^s 
gieen (§. 210) erhält man 
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B + C ^^~2~ A 

tang-f.= ^qr7C0t^ 

cos ^ 



b — c 

, B-C ''°-2- A 

tang-^= cot-^- 

sm — i — 



"Simä) tiefe ©leti^ungen finbet man 5te fjalbt (Summe unb 5ie 
f)älbt S)iferenj bet beiben unbefannten 3ßtnfel^ unb barauf biefe 
3BinM felbjl butc^ bie ©Idc^ungen 

B+C , J?-C 

Ä+C B — C 

~2 2 ^• 

es fei j. 58. toie im §. 209 gegeben b = 93» 4' 10", c = 37- 
37' 36", A = 49'. §ierau8 finbet man bie beiben SBinfel B unb 
C wie folgt: 

i-=^ = 27' 43' 17", -^li = 65' 20' 53", ^ = 24' 30' 
log cos -^^ = 9,94705 log sin -t^ = 9,66762 

®. ®. log cos -^^ = 0,37976 S).®. log sin A±£ = 0,04151 
log cot 4 =0,34130 log cot 4 =0,34130 



log tang ^i^ = 0,6681 1 log tang ?-^ = 0,05043 

i±^ = 77' 52' 51 " ^-^ =48'19'9" 

B = 126° 12' 0" 
C= 29' 33' 42". 



§. 212. 

Aufgabe. Stu6 jwei gcgebmen (Seiten unb bem ein« 
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gefd^toffenen SBlntet eincö ÜDmedfd 5ie britte ©cite ju 
Beregnen. 

Oegcbcn b, c, A. ©cfut^t a. 

Sfufibfung. a5ie gunbamental:=®leid^ung (III.) löst unmittet 
bar biefc Sfufgabe, nätnlic^ 

cos a = cos b cos c -{' sin b sin c cos A. 
©ie eignet jic^ jur 2fnmenbung ber ©außifc^en Logarithmen. 

85eifj)iel 1. ^an fud)t auf ber Srbfugel bie Entfernung ber 
©ternttjarten üon ^ariS (20' Sänge, 48' 50' 13" »reite) unb 
Xoxpai (44' 23' 10" ßänge, 58' 22' 47" »reite). 

3n bem fpl^ärifc^en ©reietfe, tvtlijt^ bmd) bie brel fünfte 
^aria, iDorpat unb SRorbpoI gebilbet mirb, jtnb bie beiben im 
9torbj5oI jufammenftofenben ©eiten nebjl bem eingeft^Iojfenen SSin^ 
fei gegeben, nämlic^ 

Somj)lement ber »reite üon ^ariS * = 41' 9' 47" 
„ „ „ „ ©orpat c = 31 37 13 

gängenunterft^ieb .4 = 24 23 10. 

SJlan beregne hieraus bie gefuc^te ©ntfernung, ober bie ©eite a, 
wie folgt: 

log cos b = 9,87670 log sin b = 9,81836 
log cos c = 9,93020 log sin c = 9,71957 

log cosi4 = 9,95941 



9,80690 9,49734 

(^) = 0,30956 . . . (2/) = 0,48283 

log cos a = 9,98017 

a = 17' 11' 0" 

ober in geograp^ift^en SJleilen, 1' ju 15 SJleilen gerechnet, a = 
257f gjleilen. 

»eifpiel 2. SBeld^e ©öl^e ^atte in ^annoüer bie ©onne am 
12. gjlärj 1860 um 3* 16' SRac^mittagö (mat^re 3eit) ? f. ba^ ^t\^ 
fpiet §. 209. 

©egeben ift 6 = 93' 4' 10", c = 37' 37' 36", A = 49', gefugt 
mirb im J)reietl ZPM (gig. 71) bie ©eite ZM = a, welche ba^ 
(Somplement ber §ö^e UM ifl. SWan rei^ne 
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log sin b = 9,99938 log cos b = 8,72873*) 
log sin c = 9,78570 log cos c = 9,89863 
log cos .4 =9,81694 



s/» 



9,60202 8,62736 

(^) = 0,97466 . . . C^) = 0,92599 

log cos a = 9,55335 

= 69" 2' 58' 
ölfo beträgt bie gefuc^te ©onnen^ö^c HM = 20' bT 2". 

®ine für logarit^mifd^e fJtec^uung bequeme gormel, welche 5er 
@außif(!^en ßogarit^men nit^t bebarf, wirb burt^ ben folgenben 
Se^rfafe üorbercitet. 



§. 213. 

Sel^rfa^. 3tt)if^en btn feiä^e aSeftanbt^eiten eines SDreierfe 
flnbcn bic öler ©lel^ungen jlatt 

a B + C . A b + c 

cos -TT- cos — ^ — = sm -;r- COS — Ti — 

a . B + C A h — c 

cos -rr sm ^ = cos -rr COS 



2 2 2 2 

. a B — C . A . 04-0 

sm - - COS — zz — = sm -^ sm ' 



2 2 2 2 

a . B — C A , b — 

sm -TT- sm — :: — = cos -r- sm 



2 2 2 2 

35 e tu ei 9. J)ie Sfbleitung biefer üier Oleic^ungen, mel^e ben 
©lei^ungen beS §. 210 naf)t üeriüanbt jtnb, bat einen ä^nlid^en 
®ang ju nehmen tüie bort, mit bem Bufafee, ba^ anij ber fec^Ste 
SSejlanbt^eit a ober A, melier bort burc^ J)it)ijlon jum 83erf(!^tüinben 
gebraut mürbe, ^ier in ber ®ntmi(fetung beibehalten werben muf. 
a5ie ©leic^ungen (1.) unb (2.) §. 210 

sin a (sin B -|- sin C) = (sin b -)- sin c) sin A 
sin a (sin B — sin C) = (sin b — sin c) sin A 
laffen ^6) waä) ^rigon. §§. 35 unb 38 umformen in 



*) Squx ifl cos 6 negatiü, unb mithin üertuanbett ftd() bie in ber JormeC 
angejeidte abbitten in eine ©ubtractton. 
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. a a , B-\-C B—C . h-X-c b — c.Ä Ä 
sin-^cos-^ sin--^cos --^ == sm —^cos—^sm y cosy 

. a a B+C . B-C bA-c . h — c . A A 

sin — cos Y cos -^h- sm — ^ = cos —— sm -y- sm y cos -j 

unb menn man fefet 

a BA- C . A b + c „ 

cos -^ cos — ^ — =p sin ~ cos — ^ — = F 

<i . B+ C A b^c ^ 

cos ~ sm — ^ — = q cos -^ cos — ^ — = 

sin — ■ cos — ^ — = r ^m -— sm — ^ — = B 

. a , B — C A . b — c „ 

sm — sm — - — = 8 cos -^ sm — - — = S 

fo f)at man 

qr=OR (1.) 

ps = PS. (2.) 

ebcnfo bie ©Icicbung (3.) §. 210 

sin a (cos B 4- cos C) = sin (6 -|- c) (1 — cos Ä) 
lä^t [lä) umformen in 

. a a B+C B — C . b + c b + c r . A'\* 

sm y cos Y cos — ^ cos — ^ = sm — ^ cos — ^ I sm y I 

b. i. 

pr = PR, (3.) 

enblid^ bie (Sleic^ung (4.) §. 210 

sin A (cos b -f- cos c) = sin (^ -[- c) (1 -|- cos a) 
läßt |i(^ umformen in 

. A A b + c b^c . B+C BA-C r aV 

sm y cos Y cos -y- cos "Y— = sm — ^ cos -^ 1 ^^^ T ) 

b. i. 

W = ^<?. (4.) 

SBirb nun, bie [©leidiung (3.) mit (4.) multiplicirt unb ia^ 
^robuct burc^ (1.) biüibirt, fo erhält man 

unb barauö entmeber 



\ 
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p = + P; ober p= — P 
folfllid^ au^ (4.) 

9 = + e, ober y = — e 
unb aus (3.) 

r = + Ä, ober r = — R 
unb aus (2.) 

« = + ^r 0^^ « == — S 

fo ba^ mithin in allen üier Olei^ungen gleidijeitifl entweber bie 
pofitiüen ober bie negativen SBorjeit^en gelten. 

SEBenn aber, wie gewö^nlit^, (Seiten unb SEBinfel eineö 3>reieffS 
fämmtlic^ Meiner al§ 180° üorauSgefefet werben, fo fönnen j. 83. 
bie Orö^en r unb R niemals negatit? fein^ fotglid^ fann man nur 
6aben 

q = +Q 
r = + R 

h}a§ mit tzw ©leid^ungen beö ßeljrfa^eS übereinflimmt. 

Sfnmerfungen. S)ie in biefem Paragraphen nad^getüiefenen 
üier Oleic^ungen, n?el^e ben SJloHroeibe'f^en ©leid^ungen ber ebenen 
Trigonometrie entfpret^en, finb glei^fallS juerfl t?on SRoffmeibe auf:^ 
gejleüt. (Sie werben aber getrö^nlici^ bie ©au^ifdjen ®leid^un:= 
gen genannt, weil ®au^ juerfl i^re SGBid)tigfeit erfannt unb fie 
in ben Oebraud^ eingeführt ^at. 3)er ^ier gegebene ffieireiS ijt 
berfelbe, meldten ®au^ feinen 3ul)örern mittl;eilte. 

SEBenn man bie ©au^ifc^en ©leid^ungen paartreife burc^ einanber 
biüibirt, fo ia^ entmeber bie (Seite a ober ber SBinfel A üerfd^trinbet, 
fo entjleljen trieber bie Slapier'fc^en §fnalogieen. 

§. 214. 

SlttfgaBe* 9Iu6 jirei gegebenen (Seiten unb bem ein:? 
gef^tojfencn SBinfel eines SDreiecfS bie btitte (Seite jugleid^ 
mit htn beiben anbetn SBinfeln ju finben. 

©egeben h, c, A. ©efuc^t B, C unb ß. 

^Tuflöfung. 5Benn man bie jtreite ©au^if^e ©leid^ung burd^ 
bie erfle, unb bie vierte burd^ bie britte bioibirt, fo erhält man 
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4 B+C 

tang ; 



cos 


b — c 
2 


A 
cos^ 


cos 
sin 


b + c 
2 

b c 
2 


. A 
sin- 

A 
cos^ 


sin 


b + c 
2 


. A 
sin- 






S)iefe ©Icid^ungen jlimmen bem SBefcn naä) mit bcn ©leid^ungm 
fceS §. 211 übercin, unb jie fönnen bemnad^ ebenfo toit bort jur 
83cred^nung ber SBinfcI 5 unb C gebrciud^t tperbcn^ nur ijt l^icr 

A A 

mit Slbpd^t bie 3>it)ifton cos -^ burc^ sin — unausgeführt ge= 

blieben, n?eil Don ben SfuSbrüdfen, irelc^e 3ä^Ier unb 9lfnncr 
biefer Formeln bilben unb treidle mit ben Oröfen Pj Q, R, S beS 
vorigen SSeireifeS ibentifd^ jinb, fogleid^ nvä) ein anberweitigcr 
©ebrauc^ gemacht trerben tüirb. 

2)enn jur SSeret^nung ber (Seite a erl^ält man auS ben ©außi:** 
fc^en ©leid^ungen ferner 

b + c » A b — c A 

cos — 7: — sin — - cos — jr — cos -^ 

a 2 2 2 2 

cos y = j-r^ = . ßxc 

cos — 7: — sm i: 



b + c . A . b — c A 

a *^" — k — ^^" T ^^" — 2 — ^^® "2 

®^" 2"= j:rc "" . B^c 

cos — ^ — sin — ^ — 

unb ^ier fie^t man, i)o!^ in ben 3ä^Iern biefer gormein genau bie 
obigen Orö^en P, Q, R, S irieberfe^ren, unb mithin bie SBert^e 
berfelben unmittelbar irieber benufct tnerben fönnen. JDiefe gormein 
bieten überbie§ üier SBege bar, um bie unbefannte (Seite a ju 
jtnbenj unter biefen SBegen ^at man bie SfuSwa^l fo ju treffen, 

l) t?on ben SBert^en cos ■ "^ unb sin — ^— , fo mie 

cos ^ — unb sin T^ iebe6mal berjenige genommen wirb, 
2 /v 

'^dijtt in ber ^afel bie Heineren 2)ifferenjen ^at^j unb ba^ 

\ 

\ 
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2) rcn tm SSrrlten cos y unt sio ^ ^^^^ti^tn ^rricni^c tc? 

nu^t rrht, ireictrr in btr Saftf bic grcptrtu J'iiftrtnjc« bat 
Xtnn in trr rrfttn SSerau^fcf^un^ Jiicbt bcr >2*Iufi rem äßinfcl 
auf tit trijcncmftrifcbt 3aH, unt in bcr )n?rtttn S?crau^fct.un^ 
fccr 3cb[u^ rcn ttt tri^cncrnttrifittn SM auf bcn SSinfri bit 
ftttcrfte 3ntfrpclininä. 

3m }n:nttn gattf rcrfabrt man atcr nctfc fixerer, irtnn man 

cnB cos y unb sin y juccr lang y ableitet unb bitraud a 

fctftimmt. J^mn bicfc Itfete trigoncmetrift^c 3abl bat immer in 
ier Xafel nct^ gr^^ere 3>ifferenjen ate bic beiben crpen. 

ee fei j. S. ttjie in §. 209 gegeben b = 93' 4' 10", c=37" 37' 36", 
A = 49*. hieraus finbet man bie beiben SBinfel B, C unb bie 
britte vgeite a xcxt folgt: 



6 — c 



= 27" 43' 17", 



6 + c _ 



2 



= 65" 20' 53', -^ = 24^30' 



log cos -4^ = 9,62024 log sin A±^ = 9,95849 



log sin 4 = 9,61773 



log sin -- = 9,61773 



log P = 9,23797 



log R = 9,57622 



log cos -^-^ = 9,94705 



log sin ^-^ = 9,66762 



log cos — = 9,95902 



log Q = 9,90607 



log cos -y = 9,95902 



log S = 9,62664 



log tang ^i-^ = 0,66810 log lang 



2 



= 0,05042 



B + C 



= 77" 52' 50' 



B — C 
2 



= 48" 19' 7" 



Ä=126" 11' 57 
C = 29" 33' 43 
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log cos —~ = ..... log cos ^— = *) 

log sin ?-4-^ = 9,99022 log sin ^-=-^ = 9,87323 



log cos -|- == 9,91585 log sin -|- = 9,75341 

log lang -1 = 9,83756 

-J = 34° 31' 34" a == 69° 3' 8". 

SBenn man jiic^t bie beiben SBinfel JS unb C, fotibern nur bit 
(Seite a berei^nen Witt, fo ^at man nic^t nöt^ig bie SBert^e eon 

"^ unb — ^ — aufjufut^en, fonbcrn fanu fogleit^ in bcr 

Safel üon bem log tang ju bem banebcn flc^enbcn log cos ober 
log sin übergeben. 

§. 215. 

Slttfgabe* 9£u6 jirei gegebenen ©eitert unb bem btv 
einen ©eite gegenübetliegenben SBinfel eine6 ©teiecfö ben 
anbern gegenübetliegenben SBinfel ju flnben» 

©egeben 6, c, B. ©efu^t C. 

Sfufibfung. 2Jlan ^at" aus ber ?5unbamentaI-®Ieid^ung (I.), 
mit izw entfptec^cnben SSud^flaben gefd)ricben 

sin c sin B 



sin C = 



sin 6 



35iefe Sormel ifl unmittelbar für logaritl^mifc^e 9lec^nung bequem. 
S)a ^ier aber ber gefuct)te SBinfel burd) feinen ©inuS gegeben 
wirb, fo bleibt in ber 9(ufgabe im 9(llgemeinen eine UnbefHmmts^ 
^eit^ benn ju einem gegebenen ®inu8 fann eben foiro^t ber fpifee 
9BinfeI, ir eichen bie Safet giebt, voxz bejfen jhimpfer Stebenirinfel 
als ber jugel^örige SBinfel genommen irerben. 3n Jebem befon=^ 
beren ?5atte mu^ eS bemnad^ immer erjl au8 ber Slatur ber 
vorgelegten ?(ufgabe jid) entfc^eiben, ob beibe SBinfef gteid^ jutäfpg 



*) $ter tDtrb in betben ^äUrn ntc^t log cos, fonbem log sin aufgeft^Iagen^ 
»eil biefer in ber JJofel bie Heineren JJiflferengen l^at. 



I« 
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fmb unb ntitl^in fcie Sfufgabc jirci Sfuflöfungcn beftfet, ober 
welcher t?on beiben SBinfeln allein ben ffiebingungen ber 9Iufgabe 
entfprit^t. 

aSeifpiel. ®in ©d^iff, tretd^eS im größten »Greife fegelt, befinbet 
fid^ unter 10° nörblid^er SSreite unb fä^rt 5«orbiref}, b. ^. mit 
einem Sfjimut^ üon 135^ SDIit metd^em Sfjimut^ wirb e8 unter 
30"* nörblidjer SSreite anfommen? 

SJtan rechne: 

Somplement ber ©reite t?on 30° b. i. 6 = 60' 

„ ,, „ 10^ ,, ^ = 80' 

giebenirinfet t?on 135° „ B = 45' 

log sin B = 9,84949 

log sin c = 9,99335 

2). 6. log sin b = 0,06247 

log sin C = 9,90531 
C = 53° 31' 24" ober C = 126° 28' 36". 

§ier fiub nai) ber Statur ber Sfufgabe beibe 9Bert^e t?on C 
juläfftg, infofern fein ?5efHanb bem (Steife ^inbernb in ben SBeg 
tritt. 2)a8 ©d^iff Wirb, ber 3eit nac^, jum erflen 2JlaIe mit bem 
«fjimut^ 126° 28' 36" unb jum jireiten 2JlaIe mit bem Sfjimut^ 
53° 31' 24" unter ber gegebenen SSreite anfommen. 

9(nmerfung. 35ie üorfle^enbe Sfufgobe läßt immer nur Sine 
Sfuflöfung JU; wenn sin 6 > sin c ifl, unb jirar ifl alöbann ber:= 
lenige SGBert^ t?on C ju nehmen, irelier mit c jugleid^ größer ober 
fleiner als 90° ifl. 5Birb aber bie genannte SSebingung nic^t 
erfüllt, fo bleibt C jireibeutig unb bie gegebenen SBeflanbt^eite 
entfpre^en jiüei üerfc^iebenen fp^ärifc^en 2)reiedfen. ©ieS fann ^ier 
nic^t betüiefen werben. 



§. 216. 

Slufgabe* 9£u6 jwei gegebenen (Seiten unb bem ber 
einen ®eite gegenübettiegenben SBinfet eines S)teierf6 ben 
eingefd^Iojfenen SBinfel ju beregnen. 

(Segeben b, c, B. Oefud^t A. 
Sfuflöfung. 35ie gunbämental=:®lei(^ung, treidle bie ^ier 
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jur 83etra(f|tuiig fommcnben t?ier fficjlanbt^eile be8 !DreiedfS ent^ätt^ 
iji bic ©Icic^uufl (II.) 

cos c cos i4 = sin c cot h — sin ^4 cot B, 

35icfc ®Iei^ung mu^ für A alö Unbefannte aufgelöst ittrbciu 
33a bie ©leit^ung aber foirobl cos A alö au(!^ sin A enthält, fo- 
fann bieS nur entweber burc!^ Sfufföfuug einer quabratif^eu 
©leid^ung*) (f. Srigonom. §. 71) ober buri!^ ©infü^rung eineS^ 
©ülföirinfele (^rigonom. §. 85) gefd^e^en. 

Äürjer uub einfacher gelangt man aber jur Sfuffinbung beS 
SBinfelS A, tüenn man juüor nac^ bem vorigen Paragraphen itxi 
SEBinfel C bered^net unb barauf bie Stapier'fd^en STnalogieen antoeus^ 
itX, welche für biefen Satt bie beiben Sormeln geben 

6-c 






sin 



h-c 



A 2 ^ B-C 

sm-f- 

SSeibe Sormeln fönnen einanber gegenfeitig alö Eontrole für bie 
ridjtige Sftec^nung bienen. 

Seifpiel. 3u melc^er 3eit ^at in $annoüer ber ©tem a beö 
großen SSären baQ «(jimut^ 151° 20'? (üergl. §. 199, »eifpiel 4). 

3m Dreie* ZPM, gig. 71, ifl gegeben 

Sifl. 71. PM = b = 2r 30' 41" (§. 199) 

z ZP = c = 37" 37' 36" 

JP JlfZP = Ä=28M0'. 

2Jlan fuc^t ben ©tunbeniüinfel 
ZPM = A. 

*'^^Ok ^^ ^ur Seret^nung be§ SBinfelS ZMP=C 

f}at man naij bem Dorigen Paragraphen 




*) 9ud ber 9latur brr quabrotifc^en ©Irtt^unS; totldjt iitnner jtptt SS^urjeln 
(<it, folgt ^ter iviebcc loie im üorigm ^axa^tapiftn, baf bie Dorliegenbe 
ku\qaU im $IUgcmeinen ^tvei ^uflöfungen juläft. ^oafelbe gilt im foI> 
genben ^oragrap^en. 
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log sio ^ = 9,68098 

log sin c = 9,78570 

X. e. log sin b = 0,33543 



log sin C = 930211 
C = 39* 20' 52" ober C = 140" 39' 8". 
2Jlit fcem trPcn SBkrt^e öon C reiuct man nun meitcr luie folgt: 

±±± = 32* 34' 8'',5 ^^ = 34^ 0' 26" 

b C -0 O' O«^" C ^ ^ CO OA» Oß" »^ 



= 5" 3 27",5 ^^- = 5" 20' 26 ') 



log cot -^^ = 0,17089 log cot -^^ = 1,02928 

log cos -^^ = 9,99831 log sin 1^=^ = 8,94526 

3). e. log cos -^±^ = 0,07430 3). @. log sin -^^ = 0,26896 



log tang -4- = 0,24350 log tang 4" = 0,24350 



4£i' C J" 



60° 16' 54 



2 

mithin A = 120° 33' 48" ober in 3cit 8* 2' 15" (©ternjeit) mä) 
btt Obern Sulmination beS (SterneS. 
ajlit bem jroeiten SBert^e Don C red^net man toeiter toie folgt: 

±±± = 32° 34' 8";5 ?4^ = 84° 39' 34" 



2 ^"^ -. - ,w ^ 

2 



50 3' 27",5 ^^ = 55° 59' 34" 



log cot iil£ = 8,97072 log cot ^^ = 9,82911 

log cos -^^ = 9,99831 log sin -AZ-l = 8,94626 

® . ®. log cos -Ai^ = 0,07430 3). e. log sin A±£. = 0,26896 



2 



log tang -4- =9,04333 log tang 4- =9,04333 



4- = 6° 18' 19" 



*) Domit 6 — c nnb B — C niä)t negatiö werben, bmfe man |H bie 
aSut^fiabcn J9, 6 mit C, c »rrtauft^t. 
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mithin A = 12° 36' 38" ober in 3eit 0* 50' 27" (©ternjcit) mä) ber 
cbeni Sulmination beö (Stcrneö. 

aWan tüirb lei^t erfennen, baß bie SBert^e — y — unb — ^ — 
in ber jmeiten 9lec^nung immer bejie^ungömeife bie Somplemente 

ß Q ß I n 

in SBert[;e t?on — ^ — unb — — — in ber erjlen Stet^nung finb, 

unb ba tiberbieö b unb c fxij unüeränbert irieber^olen, fo mirb 
bie Sfrbeit er^eblit^ abgefiirjt, wenn man beibe 9lec^nungen glei^s^ 
jeitig neben einanber fii^rt. 



§. 217. 

Aufgabe* STue itvtx gegebenen (Seiten unb bem ber 
einen @eite gegenüberliegenben SBinfel eines 5£)teierf6 bie 
dritte (Seite ju beregnen. 

©egeben 6, c, B. ©efuc^t a. 

2ruf[öfung. ®ie ®unbamental:=®lei(^ung,. welche jur Sfniren- 
bung fommen muß, ifl bie ®teid)ung (III.), bk mit ben entfprec^eus 
btn a3uc^f}aben geft^rieben tautet 

cos b = cos a cos c -f- sin a sin c cos B. 

35iefe Oleid^ung muß für a al8 Unbefannte aufgelöst werben, 

was wie im vorigen Paragraphen nur entweber burt^ Sfuflöfung 

einer quabratifd^en ©leic^ung, ober burt^ Sinfü^rung eineö §ü[fS- 
winfetS gef^eljen fann. 

Mrjer unb bequemer gelangt man aber awi} f)xtt jum 3iel, 
wenn man juDor nac^ §. 215 bm SBinfet C berechnet unb barauf 
bie Stapier'fc^en ^Tnalogieen anwenbet, wefd^e jur Sfufjtnbung ber 
(Seite a bie beiben Formeln geben 

B + C 
^ cos-^ 

^«"« 2 = T=^ '^"» —2- 

cos - 



sin 



2 
B + C 



a 2 . 6 — c 

t«"g2= . B^C ^^"g-2- 
sin — - — 
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aSeibe ?5ormcIn fömicn einanber gegenfeitig als Sontrole für bic 
richtige Sla^nung bitnen. 

93eifpict. SBelc^e |)b^e ^at in ©annoüer bcr @tern a beft 
großen ffiärcn, trenn fein Sfjimut^ 151° 20' beträgt? (f. b. vorigen 
Paragraphen). 

3m ©reiedfe ZPM (Sig. 71) tüirb bie (Seite ZM = a gefud^t, 
tütli)t baQ Gojnptement ber §ö6e HM ifl. S)ic Sled^nung ifl burc^^ 
nu8 ä^nlic^ berjenigen bt^ vorigen Paragraphen. 

2fntm. 33' 59' 22" ober 77° 51' 52". 

Sfnmerfung. a3i8 ju biefer ©teile läuft bie SSetrad^tung beS 
fd^iefminfeligen fp^ärift^en 3)reiedfS üottfommen parallel beqenigen 
beö ebenen 35reietf§, inbem jebem ßebrfa^e unb Jeber Sfufgabe über 
iaB fp^ärif^e Dreiedf (mit atteiniger SfuSnaf^me t?on §. 204) gleich- 
fallö ein ße^rfafe unb eine Sfufgabe über baS ebene 2)reiedf entfprit^t. 
3)iefe UebereinfKmmung ^ört oon ^ier an auf. 35oc^ fommt auti^ 
für baQ fpljärifc^e 35reiedf oon tjier an nid^tS lüefentlit^ 9teuc8 
me^r t?or^ man fönnte fogar bie Betrachtung beö fp^ärift^en 
2)reiedf8 ^ier abbrechen unb jebe ber folgenben STufgaben burti^ 
$ülfe beS ^olarbreietfS auf eine ber vorhergegangenen jurüdfireifen. 
?fu8 biefem ®runb*e »irb in ben folgenben Sfuftöfungen nur no^ 
eine Sfbteitung bcr betreffenben fjormeln, bagegen ni^t me^r eine 
©rtäuterung berfelben burt^ Sagten s^Seifpiete, irefcbe nur 85efannte8 
tt)ieber^olen mürbe, gegeben trerben. 



§. 218. 

Aufgabe« §Cu8 einer gegebenen (Seite unb ben beiben 
anliegenben Sßinfeln eined ©teierfd eine ber beiben anbem 
(Seiten ju bered^nen. 

©egeben a, B, C. ©efuc^t b. 

9fuftöfung. $)ie ??unbamentaU®Iei(^ung (II.), mit ben ent= 
fpred^enben S3u(^jlaben gefc^rieben 

cos a cos C =3 sin a cot b — sin C cot B 

giebt, menn jle für cot 6 al8 Unbefannte aufgelöst irirb, 

^ . sin C cot B 4- cos a cos C 
cot 6 = r^ 

Sin a 

SBittjlein'd Stein. « aHat^ematif. II. 99b. 2. 9tbt^(. 12 
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35iefe ^oxmtl eignet ftc^ jur Sfnwenbung btx ®au^ifd;en 8oga= 
rit^men. Sine für logaritbmifie Sftec^nung bequeme Sormel giebt 
ber folgenbe ^aragrap^. 



§. 219. 

SIttfgabe* 9Iu6 einet gegebenen (Seite imb ben beiben 
antiegenben SBinfeln eine6 ©reiecfö bie beiben anbttn 
(Seiten jugleid^ ju flnben. 

©egeben a, B, C. ©efuc^t b unb c. 

Sfuflöfung. 9(uS btn beiben lefeten ber S^apier'f^en Sfnalo- 
gieen (§. 210) erhält mein 

B-C 

^ 1, + c ^^^-2- , . 

tang — ^ = j-^ tang ^ 

cos — ■ — 

tang-^-= ^ tang^ 

sin-^ 

unb fobann ifl ireiter 

6 + c , ^ — c . 
~ä— + -^- = * 

6 + C ft — C 
— i ;^ = C, 



§. 220. 

Slttfgttbe. Sfu6 einet gegebenen (Seite unb bm beiben 
antiegenben SBinfeln eine6 !5)teierf6 bm btitten SBinfet 
JU flnben. 

©egeben ö, ^, C. ©efudjt i4. 

Sfuflöfung. X)ie gunbamentaU®Ieid)ung (IV.) giebt unmittelbar 
cos A = — cos B cos C -f- sin B sin C cos a. 

Xiiefe formet eignet ftd^ jur Sfnmcnbung ber ©au^ifc^en 8oga=^ 
rit^men. 6in für logarit^mifc^e 9led^nung bequemes SSerfa^ren 
giebt ber folgcnbe ^aragrap^. 
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§. 221. 

SlttfgaBe. §Cuö einer gegebenen ©eite unb fcen beiben 
anliegenben SBinfeln eine6 5£)reierf8 btn britten Söinfel 
jugleid^ mit ben beiben anbem ©eiten ju flnben. 

©egeben a, B, C. ®efu(^t A, b, c. 

Sfuflöfung. SIBenn man bie btittc ®au^ifd;e ©Icit^ung (§.213) 
burc^ bie erjle, unb bie Dierte burd^ bie jtüeite biüibirt, fo erhält 
man 

, ö + c cos - ^ sin ^ 

lang -^- = -g-^ 

cos — ^ — cos TT- 

. B—C . a 

tang -2- = . B + C 7- 

Sin — ^ — cos -^ 

35iefe ?5ormeIn, beten 3ä^ter unb Stenner mit ben ©rö^en p, q, 
r, s beö SBetücifeS §. 213 tibcreinjiimmen, merben irie im §. 219 
jur fBeret^nung ber (Seiten b unb c gebraudjt. 

3ur 93ered^nung be8 SBinfelS A ^at man au6 ben ©au^ift^en 
©leic^ungen ferner 



. B+C a . B—C . a 

sin — ^ — COS Y sin — ^ — sin -^ 



cos -TT- = . — . 

2 — c , b — c 

cos — ^ — sin — ^ — 

B+C a B -C , a 

^ cos ^ cos y cos — ^ Sltt -^ 

s'" 2" ^ iT+Tc = ^ y+c ' 

cos — ;^ — sm ' 



2 2 

tt)o in ben Bäl^Iern bie obigen ©rö^en p, q, r, s roieberfe^ren, 
beren SBerttje mithin unmittelbar roieber benufet werben fönnen. 

Ueber bie Sfuöroa^I unter ben Dier SBegen, meiere jum legten 
gicfultate filteren, gelten biefelben fBeflimmungen irie im §. 214. 

§. 222. 

5lttfgttbe- *2Cu6 einet gegebenen ©eite, bem gegenüber^: 
tiegenben unb einem anliegenben SBinfet eines ©reiecfs 
bie bem testeten gegenübetliegenbe ©eite ju bered^nen. 

12* 
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Oegebeu b, B, C. ©efuc^t c. 

STuflöfung. 9Jlan ^at aus btx gunbamcntal-Oleit^ung (I.) 
mit ben entfpred^enben 93uc^jiaben gefc^rieben 

sin b sin C 



sm c = 



sin B 



!®a in bicfer Formel bcr gefuci^tc SBiutef bnxi) feinen @inu8 
gegeben wirb, fo bleibt eö im SfCgemeinen unbefiimmt, ob biefer 
SEBinfet fpife ober flumpf genommen werben foH. 3n jebem befon^^ 
beren ??affe mu^ bie Slatur ber vorgelegten Sfufgabe hierüber 
entfd^eiben. 

Wnmerfung. 3)ie torjle^enbe 2fufgabe läft immer nur ®ine 
Sfuflöfung ju, trenn sin B > sin C if}, unb jtrar ifl alöbann ber= 
jenige SBert^ t?on c ju nehmen, melt^er mit C jugleid^ größer 
ober Heiner als 90^ ifl. SBirb aber bie genannte fBebingung 
nic^t erfüllt, fo bleibt c jtüeibeutig unb bie gegebenen SSeflanbt^eite 
entfprec^en jirei üerfi^iebenen fpl)ärif(f)en 2)reietfen. SlJlan ver- 
gleiche §. 215. 

§. 223. 

Stttfgabe. STuS einer gegebenen (Seite, bem gegen^: 
übettiegenben unb einem anliegenben SBinfet eined SDreis 
erfö bie biefen beiben Sßinfeln antiegenbe (Seite ju U^ 
xtä)nm. 

©egeben 6, B, C. ®efud)t a. 

Sfuflöfung. 2)ie ^JunbamentaUOleie^ung (II.), mit hzw znU 
fpred^enben Suc^flaben gef^rieben 

cos a cos C = sin a cot b — sin C cot B 

mu^ für a als Unbefannte aufgelöst werben (vergl. §. 216). 

einfacher aber berei^net man juüor nad^ bem vorigen ^ara^^ 
flrap^en bie (Seite c, unb Ijat fobann auS ben S^apier'fd^en 
Sfnalogieen 

tang ^ = ^-_^ tang -I- 

cos r 
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roclc^e bcibcii Sortnein einanber jur Sontrole bicnen. 

§. 224. 

2lufgaBe* 9£uS einet gegebenen (Seite, bem gegenüber^ 
liegenben un6 einem antiegenben SBinfel eines S5reierfö 
ben britten Söinfet ju beregnen. 

©egeben b, B, C. ©efud^t A. 

9(uflöfung. S)ie ?5unbamentaU ©leid^ung (IV.), mit ben mU 
fpred^enben a3ud^flaben gefi^ricbcn 

cos B = — cos A cos C -{- sin A sin C cos 6 

mu^ für A aU Unbefannte aufgelöst werben (üergl. §. 217). 

@infad;er aber bereti^net man juüor nad) §. 222 bie ©eite c, 
unb ^at fobann auS ben 9lapier'f(^en Wnalogieen 

b — c 
cos 



sin 



2 

b-^c 



A 2 ^ B - C 

^»»2 = — M=^/^^-T- 

weld^e beiben Sormeln einanber jur Sontrole bienen. 

§. 225. 

Aufgabe* ?fuö ben brei gegebenen SBinfeln eines ©reis 
erfs eine @eite beöfetben ju bered^nen. 

(Segeben A, B, C. ®efu(!^t «. 
Sfuflöfung. ®ie gunbamentaU ©leic^ung (IV.) 

cos A = — cos B cos C -f- sin Ä sin C cos a 
giebt, wenn man jie für cos a al8 Unbefannte auflöst 

cos A + cos B cos C 



cos a = 



sin B sin C 
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Diefe Sormel eignet |td^ jur 9fnrüenbung ber ®au|ifc^en 2oQa^ 
rit^men. ©ine für logarit^mifc^e Slet^nung bequeme ^rmel giebt 
btt folgenbe ^axagtapf). 

§. 226. 

Aufgabe« §ruS 6en brei gegebenen Söinfeln eined ©reietfö 
bie Hälfte einer ©eite ju iered^nen. 

©egeben A, B, C. ®efu(^t -|- • 

Sfuflöfung. |)ier ifl eine ä^nlid^e ©ntwidfelung ju machen 
tüie im §. 207. 

1) SBenn man jur a3efiimmung be8 gefüllten falben 9Binfete 
btn SofinuS toä^It, fo f)at man nati^ ^rigonom. §. 36 



cos 



i-v- 



+ cos a 



2 f 2 

unb irirb hierin für cos a fein SBert^ auS bem porigen ^ara- 
grapb^n gefefet, fo fommt 



,y. 



1 A sin ^ sin C 4- co» A -\- cos B cos C 

y 2 sin B sin C 



. ^^ cos A + cos B cos C 

' sin B sin C 

cos - 



l/'cos A + cos (B — C) .^ , ^ ^ .. 

= y 2 sin B sin C (^"9""- §' 3*) 



A + B — C A — B+C 

cos —^z cos rr— ^ 



,. (^rigon. §. 38) 



sin B sin C 

35iefe ??ormeI lä^t fw^ no^ baburc^ vereinfachen, ba^ man bic 
l^albe (Summe ber brei SBinfel 

A + B + C 
2 = ^ 

in bie Slet^nung einfül^rt. 3)enn wenn man Ijieroon bie ibentift^e 
©leid^ung B = B fubtra^irt fo fommt 
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unb mcnn man ebenfo bic ibentifc^c ©lei^ung C=sC fubtra^irt, 
fo fommt 

©e|t man biefe beiben SBert^c in beti üor^in gefunbenen Sfu8= 
bxui, fo er^ätt man enbliii) 



i^V 



cos(S — B)cos(S—C) 



2) SBenn man jur fBejiimmung bc8 gefachten falben SBinfcfö 
bcn @inu8 wät;lt, fo ^at man nac^ SErigon. §. 36 

a 1/1 — cos a 

^'°Y = K 2 

unb wirb hierin für cos a fein SBert^ auS bem vorigen ^ara:= 
grapsen gefefet, fo fommt 



/ 



cos A -4- cos B cos C 



sin 5 sin C 
s.n- 



= 1^. 



sin ^ sin C — cos A — cos B cos C 



2 sin B sin C 



— r 2 sin 2? sin c (Sngon. §. 33) 



r- 



A + B + C B+C—A 

COS — ' ^ ' — cos — ' 



sing sine ' (Stiflon.§.38) 

Um Ijier wieber bie ^albe (Summe ber brei SBinfet 

A + B + C 
2 =^ 

einjufii^ren, fubtra^ire man ^ierDon bie ibentifc^e ©feid^ung ^4 = ^4, 
woburt^ man erhält 

©ie Sinfefeung biefer beiben SBerttje in ben gefunbenen Sfuöbrutf 
giebt enblid^ 

a 1 /" cos 5 cos (S — A) ^-n . 

sin -— = 1/ r— p— . ^ ^ . (2.) 

2 r Sin f sin C ^ '^ 
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3) ?fti6 (1.) unb (2.) folgt bmä) CDiüifton 



a -tf cos 5 cos (5 — A) /o \ 

tang Y^'V - cosiS^B)cosiS^C J ' ^^'^ 

3)a8 ncgatiüc S3orjcid^cn üi bcn fjormcin (2.) unb (3.) t?cr^ 
[(i^tüinbet immer in bcr numerifd^cu gted^nunfl. S)enn mij ber 
Statur bc8 fp^ärif^en 3)rcic(f8 ifl immer i4 + ^ + C> 180^ 
(§. 61), folglid) S > 90* ober cos S negatiü. 



§. 227. 

3ttfa^. Um avii bin brci gegebenen SBinfeln eines 
5)reiedf6 ben @inu9 einer (Seite ju flnben, f)at man 

2 Y — C085 cos (S — A) co8(5 — Ä) cos(5— C?) 

siD a = — • 

sin B sin C 

35ie8 ergiebt jid^, wenn man in bie ©Icic^ung Xrigonom. §. 35 

Sin a = 2 sm -^ cos -^ 

bie SBert^c (1.) unb (2.) au8 bem üorigcn Paragraphen einfefct. 

§fnmerfung. SBenn man ben SBert^ l?on sin a unmittelbar 
au8 bemjenigen Don cos a, §. 225, ableiten mill, fo erhält man 

t/ . /'cosii + cosÄcosC^* 

sin a = 1/ 1—1 ~p . ^ I 

^ \^ sin 5 sin C J 

b. i. 

. Y^ — cos i4* — cos 5* — cos C* — 2 cos A cos B cos C 

Sin i4 = ^^ . p . ^ 

sin ^ sm C 

3)iefer SBert^ mu^ mit bem obigen ibentift^ fein, unb e8 ftnbet 
mithin unter ben brei Elementen -4, B, C bie bemerfen8tüert^e ®Iei= 
^ung jlatt 

4 cos S cos (S — Ä) cos (S — B) cos (S — Q = 

cos A^ + ^^s ^* + ^^s C* + 2 cos i4 cos 5 cos C — K 

§. 228. 

Sel^tfa^ bon ßegenbte. @in fp^ärifiä^ee SDreietf \)on 

öeringer sJuSbe^nung tann in SJejiel^unfl auf bie 58ere(i^^ 

unbefannter ©eitoi ober Söinfet tt)ie ein ebeneö^ 



Gpl^firifi^r l^rt^ononirtrie. 185 

©reicrf bc^anbclt werben, naä)btm man jeben SBlnfet be6^ 
felben um 5en britten S^eil feine« f^?^ärifdöen ©jcccjfed 
t)erHeinert ^at. 

83 e tu eis. SJtau mu^ micber auf bic im §. 205 Sfrnn. angcjeigs 
teil Snttüitfelungcu jurüigc^cu, beneu jufolgc fowo^I ber ®inu9 
afö anij ber SoflnuS eineö SBinfelS x, tüo unter a? bie 93ogens^ 
länge für bm ^albmejfer SinS ju t?erftel)en ijl, burt^ eine nai) 
jleigenben ^otenjeu üou a? gcorbnete 9tt\i)t auSgcbrütft werben 
fann, nämlic^ 

sin X s= X — h • • • 

COS 0. = 1 - - + ^ 

83eim ©cbrau^ bicfer 9leiljen bürfen jebo^ nit^t me^r, obmo^I 
X Mein ijl, alle ^ö^eren ^otenjen üon a? neben ben niebrigeren 
weggelaffen werben, weil man fonjl, wie jld^ bort gejeigt ^at, ein 
I)reie(f erhalten würbe, bcjfeu fpt)ärifd)er Sjrce^ 9luII ijl, wa8 ber 
aSorauSfc^ung bc8 8el;rfafee8 wiberfpri^t. 2Jlan mu^ üiclme^r bie 
Sntwitfelung um ein ®tieb weiter fütjren al8 oben. 

3)a bic (Seiten bc8 fp^ärifdjcn Dreieiö in unoeränberter ßänge 
in baS ebene 3)reie(f übergeben foHcn, fo mu^ ^ier bie gormel 
§. 206 jum Sfu8gang8pun!te genommen werben, weld^e einen SBin* 
fei burc^ bie brci (Seiten auöbrüit. S9 feien a, b, c bie brei 
(Seiten beS fp^ärifc^en DreieiS, burt^ eine beliebige Sängen ^Sin^* 
^eit gemejfen, unb r ber Äugel^atbmeffer burd^ biefelbe Sängen:? 

(Sin^eit gemejfen. 9fl8bann fmb — , — , — bie jenen (Seiten ent^? 

fprec^enben ^Bogenlängen für btn §atbme{fer ®in9, unb mit Slütf^ 
P^t hierauf nimmt bie gormel §. 206 bie ©ejtalt an 

a b c 

cos cos — cos — 

, r r r 

cos A = 1 

. c 
sin — sm — 
r r 

3)arau8 wirb burc^ Sinfefeung ber obigen Steigen 

COSil= X. ^ ., — ^r-y -^> ^ =^ • 
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9lun fiub naä) ber SBorauöfcfeung — , — , — nur Meine 83rü(i^c 

unb wenn man bcmgcmä^ bic Snttüiielungen im 3ä^ler unb im 
SWenner bc9 üorjlc^cnben ?(u8bru(f8 nic^t mciter al8 bi8 ju btn 
©liebern ber üierten Orbnung füljrt, b. f). ju ben ©liebern, welche 

nid^t me^r al8 üier ber Sactoren — , — , i- enthalten , inbem man 
^Ile folgenben ©lieber afe üerfAminbenb Hein anfielt, fo fommt 



cos A = 



d» 1 d* b^ . c^ 6>c2 b* 
2r» ' 24r* 2r» ' 2r» 4r* 24r* 


c* 
24r* 


bc bH bc^ 
r2 6r* 6r* 

Ä« + c> — fl« . ö* b^ c* 662c» 
2 ' 24ra 




. bH + bc^ 
^ 6r2 





unb trenn man btn S'Af)Ux bxixäj btn 5Jlenner nat^ ber Siegel ber 
S)iüifion me^rt^eiliger SfuSbrüie biüibirt 

^^«^ = — 263 — + — m^^ 

93ejei(i^net man nun mit Ä btn SBinfel be8 ebenen ®reie(f8, 
tüeid^e8 bie Sängen a, i, c ju (Seiten ^at, fo folgt au8 ber Sbenen 
Trigonometrie 

6» + c« - a» 

folglid^ aud^ sin Ä = ]/ l - cos Ä^ 



__ tl 2aH^ + 2aH^ + 26ac» — g* — 6^ — c^ 



unb man ^at alfo 



bc . ./3 



cos il = cos A' — -2-r sin A 

6f* 

ober toenn man -4 = il' + a? fefet 

cos (Ä -|- a;) = cos Ä — -^ sin il'*. 

'a X nur ein Heiner SSSinfel fein fann, fo folgt au8 ber 9fna: 
§. 155 
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COS {Ä -[- a?) = cos Ä — X sin Ä 
unb man ^at alfo jur SSejHmmung t^^^n x bie ©leid^ung 

bc , ., 

X = ^-r- Sin A 

tret^cr Sfuöbrui eine 83ogenIängc für btw §albmcffer SinS bejeic^s: 
net. hierin ijl | 6c sin ^4' nic^tö anbereS al8 ber gläc^enin^alt 

F 

bee 3)reie(f8, ber mit F bejei^nct werben fann, unb — ifl nad^ 

§. 190 ibcntife^ mit bem fp^ärifdjen Sjrce^ be8 I)reie(f8 = Ä, 
wenn man biefen al8 SSogenlänge für ben §at6mejTer Sin8 au8:s 
brütft. SJtit^in ^at man enblirf; 

x = \E 

b. ^. ber SQJinfel A mu^ um ben britten ^^eil bc8 fptjärifd^en 
©jrceffeö üerminbert werben , um in ben SSSinfel Ä überjuge^en. 
®a8feI6e gilt offenbar mi) t)on bzn beiben anbcren Söinfeln beS 
3)reie(f8. 

®eifpiel. 3n einem fp^ärift^en S)rcic(fc auf ber ©rbfugcl 
feien gegeben bie beiben ©citen b = 19,774 2JleiIen unb 
c= 14,029 3JtciIen unb ber üon benfelbcn cingefe^toffene SBinfet 
A = ll2' 4r32'\ man fuc^t bie übrigen ©ejtanbtt^eile be8 3)rei^ 
C(f8. Der §albmeffer ber ®rb!ugel werbe ju 858,48 9)leilen an^ 
genommen. 

2Jlan mu^ au8 bm gegebenen ©lementen juerft ben fp^ärif^cn 
®j:ce^ E, unb ju bem @nbe btn gläc^enin^alt F bercdjnen, woju 
man in biefem Saffe bie fd^on oben benu^te Sormct (Sbene Sri= 
gonom. §. 74) anjuwenben ^at. 3Jtan finbet 

F= 127,88 Cluabratmeilen, 

F 

al8 93ogenIänge für btn §albmeffer @in8, unb barauö (f. bc8 
SSerf. logarit^mifc^^strigonometrifc^e tafeln @. 98) 

£ = 36 ©ecunben. 

9Birb nun ber gegebene Söinfel i4 um | JE = 12 @ec. üermin«: 
bcrt, fo ^at man üon [jier an biefelbe Sfufgabc ju löfen wie in ber 
Ebenen Srigonom. §. 69. 3n ben bafelbjt bered^netcn JRefuItaten 
muß man al8bann wieber jeben ber gcfunbenen Söinfel um 12 @ec. 



E = — = 0,0001735 
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t^crgrö^ern, unb eö merben alfo bic gefud)ten SScjtanbt^cilc bcö 
fpprifi^cn 3)rriecfe 5 = 40*^ 3' 9", C = 27*^9'55", ö = 28,332 
ajleilen. 

S)er üorjlc^enbc ßel^rfafe fiubet in ber ©eobäjte eine vielfältige 
SCnwenbung. 

3ni|altoberrd|niing irrs fpi|ärifd|rn KreirikB. 

§. 229. 

Aufgabe. 9tuS ben brei gegebenen (Seiten elneö f^?l^äris= 
f(j^en ®reiedf6 ben Sn^alt beSfeI6en ju berechnen» 

©egeben a, h, c, ®efu^t ber 3n^alt. 

«tuflöfung. Sfu8 ben §§. 188—190 ijt befannt, \io!^ man 
aus ben brei gegebenen SBinfeln Aj B, C eineS fpbärifd^en j)reie(f8 
i)tw 3nbalt beSfelben finbet, inbem man juerfl ben fp^ärif^en ©jrceß 
beö 3)reie(f8 

berechnet, unb barauf für ben gefugten 3n^alt F bie ©leid^ung 
tjerirenbet 

hierin bebeutet r htn ^albmejfer ber ^ugel, unb jugteic^ ijt e8 
nott)tüenbig ju beachten, i>a^ E unb 91 burc^ einerlei Sinbeit au8- 
gebrütft merben muffen. 

SBenn nun anbere S3ejlanbtbeile al8 bie brei SQJinW beö S)reie(fö 
gegeben ftnb, fo rebucirt jtt^ bie Aufgabe ber 3nbattöbere^nung 
barauf, auS biefen S3ejtanbtbeilen ben fp^ärift^en Sirceß beS 3)reie(f8 
ju berechnen, worauf ba^ SBeitere mie oben folgt. 3)iefe ®ered^:= 
nung fann im üorliegenben gaffe gefd^e^en lüie folgt: 

1) 2Jlan bat 

E = A-\'B + C— 180" 

alfo 1 = ^ + ^ + ^ -90" 

. E A+B+C 

sin — = — cos — ' ' — 

A B + C , , A , B + C 
= — cos — cos — ^ [- sm -^ siQ — ^ — 



^p^ärtf^r l^rigonomrtrie. 189 

unb bnxi) Sfntüenbung ber Oau^ifc^en ®Ieid)ungett §. 213 

Ä , A b 4- c . Ä A b — e 

^ cos y sm — cos ^ sm — cos y cos — ^ — 



cos y cos Y 



sinjl/^ Ä-j-c 6 — c 



2» 
COSy 



_. J^_ cos -^ + cos -y- J 



sm A sm — sin -^ 

— (1.) 



a 

COSy 



unb rüenn man l^icrin für sin A feinen SSScrt^ anS §. 208 fc^t 



. E V^sin 8 sin (s — a) sin (» —6) sin (« — c) 

"** Y "^ I a l c (2-) 

2 cos "Y cos -^ cos Y 

njclc^e fSormel fid^ unmittelbar jur logarit^mift^en Slet^nung eignet. 
2) 3Jtan fann au(^ fefeen 

E . A+B+C 

cos "Y = sm — ' ' — 

. i4 5 + C , A . BJrC 

= sm Y cos — ^ f- cos Y s'*^ — Y^ 

unb bur^ ^Cnmenbung ber ©au^ift^en ®Ieirf)ungen wie üor^in 

2 a ^ a 

cos -^ cos -^ 

cos -;r- COS -;r- + sm — sm — cos A 

= a ^^-^ 

unb toenn man hierin filt cos A feinen äSert^ auS §. 206 fe^t 
unb barauf bie falben «Seiten einfährt 

E "^' (i) + "^« (I) + "^' (i)' - 1 ... 

cos — = ^-^^ ^ ^. ^^==— ^^^ . (4.) 

* -. a b c 

2 cos -^ cos -y cos -^ 
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Dicfc ©Icit^ung eignet fi^ ni^t für toöarittjmif^e ^ledjuung. 
SJlan fanii aber barauS ableiten 

i'COsCfi - cosfA^ - cosr0 +2 cos|cos|^s| 

2 ^ a b c 

2 cos — cos — cos -^ 

b. X. inbem man im 3ä^ler ber rechten ©cite bie im §. 208 9fnm, 
gegebene Umformnng anircnbet 

1 — cos TT = 



2 a 6 c 

cos — cos -j cos -^ 



unb ba 1 — cos ~ = 2 sin r j j ijl 




8 , s — a 8 — b . 8 — c 

sin — sm — ;r — sm — 7^ — sm 



2 2 2 2 

«"•- = ■ ^ ä ö -■ (5.) 

cos Y cos -^ cos -j 

meiere ©leid^ung tüieberum für logarittjmift^e Sle^nung fxä) eignet. 
3) @efet man in (2.) 

sm — == 2 sin — cos -r 

2 4 4 

unb biüibirt barauf (2.) burd^ (5.)/ fo !ommt 




s s — a 8 — b 8 — c 

cos TT cos — ;r — COS — - — cos 



E 1/^2 2 2 ^" 2 

cos^=|/ ^ j: (6.) 



cos -^ cos — cos — 

Z 4/ Z 



4) SBenn man enblid^ (5.) bnxäj (6.) biüibkt, fo erhält man 

E \l ^ S . 8 — a . 8 — b . 8 — c ,^ ^ 

lang j=y tang j lang — ^— lang — ^— tang — j— (7.) 

welcher Sfuöbrutf ber einfad)f}e t)on allen ij!. liefen Sfuöbmcf ^at 
juerft ber franjöfifc^e 2Jlat^ematifer ß'^uilier gegeben. 
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§. 230. 

Aufgabe. STuS jwci gegcBcncn ©eiten unb 5cnt Don 
Mcfen cingefij^Iofl'cnm SBinfeif einc6 fpl^ärifd^cn SDrcicdES beii 
Sn^att 5eSfcI6cn ju berechnen. 

©egebcu b, c, A. ®cfud}t btx Stißalt. 

Wuftöfuiig. SBenn man 5ic ®lci(^unflen (1.) unb (3.) bc9- 
vorigen §. burd^ cinanber biüibirt, fo erljält matt ben fp^ärifd^cii 
gjrce^ £ burc^ bic ©leic^ung auögcbrfltft 

b , c , . 
^ sm — sm ~ sin ^ 



2 6 c . . b , c . 

COS — cos ~ -|- sm ~ sm -^ cos >! 



2 

ober etroaS oercinfac^t 



. E sin A 

tang ~ = 



cot — cot — -j- cos A 



2 2 

tüorauö fobanu ber Sn^alt fclbjl auf bic oben angegebene SSSeife 
abgeleitet trirb. Siner weiteren SBereinfadjung für logarit^mifd^e 
Jftedjnung ijl biefer 9fu8bru(f nicht fäljig. 

Sfnmer!ung. SBenn eine (Seite unb jirei SBinfel eine9 fp^ä== 
rifc^en 3)reie(f8 gegeben jlnb, fo befte^t ber cinfad^jle 9Beg jur 
3nt}alt8berc^nung beS 3)reietfS barin, ba^ man ben britten SBinfet 
bered^net unb barauf nac^ §. 188 oerfä^rt. 
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